Integration

Der Flacheninhalt eines Rechtecks bestimmt sich aus dem Produkt der
Langen seiner beiden Seiten. Doch wie bestimmt sich der Inhalt krummlinig
begrenzter Flachen, beispielsweise einer Ellipse? Oder die Fldche zwischen dem
Graphen einer Funktion und der Abszisse, wenn diese Funktion nicht konstant
ist? Die naheliegende, bereits von Archimedes angewandte Idee ist, solche Flachen
durch Rechteckflachen — deren Inhalt wir ja kennen — zu approximieren, die immer
kleiner werden. Wenn alles gut geht, konvergiert die Summe ihrer Flacheninhalte
gegen einen Wert, den wir als den Inhalt dieser krummlinig begrenzten Flache
definieren kénnen.

Wir werden daher das Integral zuerst fiir sogenannte Treppenfunktionen
definieren. Diese sind stiickweise konstant, und ihr Integral ist nichts anderes als
die mit Vorzeichen gewichtete Summe der zugehdrigen Rechteckflachen. Dieses
Integral repréasentiert somit unseren vertrauten Flachenbegri C 1

Anschlieend geht es darum, dieses Integral auf Funktionen auszudehnen,
die sich durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Diese Approximation
kann allerdings auf unterschiedliche Weisen erfolgen, und fuhrt zu unterschiedli-
chen Integralbegri Ced wie dem Cauchy-, Riemann- oder Lebesgueintegral.

Wir beschréanken uns hier auf das Cauchyintegral, auch Regelintegral ge-
nannt, da es fur unsere unmittelbaren Zwecke ausreicht und am leichtesten zu
definieren ist. Hier werden solche Funktionen betrachtet, die sich gleichméaRig
durch Treppenfunktionen approximieren lassen.
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10 — Integration

10.1
Treppenfunktionen

Definition Eine Zerlegung Z eines Intervalls [a,b] ist ein Tupel (to,..,ty) reel-
ler Zahlen mit

a=to<t1 <. <t,=bh.

Eine Funktion ¢ : [a,b] - R heifldt Treppenfunktion, wenn es eine derartige
Zerlegung von [a,b] und reelle Zahlen cy, .., c, gibt, so dass

& | (tk—1,tk) = Ck, k=1,..,n.
Der Raum aller Treppenfunktionen auf [a,b] wird mit T? bezeichnet. [ 1

Eine Treppenfunktion nimmt nattrlich auch an den Teilungspunkten selbst
gewisse Werte an. Diese gehen aber nicht in das zu definierende Integral ein und
erhalten deshalb auch keine eigene Bezeichnung. Wir schreiben daher kurz

U |
b= Ch Xt tk-1) -
k=1

Da eine Treppenfunktion nur endlich viele verschiedene Werte annimmt, ist
sie auch beschrankt. Es gilt also

(DIl ) = . g%pr] [P ()] < oo

und damit T2 B} [B([a,b]).

Verschiedene Treppenfunktionen ¢ und W basieren im Allgemeinen auf
verschiedenen Zerlegungen. Fasst man aber die Teilungspunkte ihrer Zerlegungen
zu einer gemeinsamen Verfeinerung zusammen, so lassen sich beide Uber dersel-
ben Zerlegung definieren. Dann ist auch A¢ + pp wieder eine Treppenfunktion.
Somit bilden alle Treppenfunktionen auf [a,b] einen Vektorraum.

Abb 1 —

Eine Treppenfunktion

10.2 27.04.2021 —12:21



10.1 — Treppenfunktionen

Abb 2

Gemeinsame Zerlegung
zweier Treppenfunktionen

Notiz Der Raum Ta? aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a,b] ist ein
reeller Untervektorraum von BY. [ ]

Die folgende Definition des Integrals einer Treppenfunktion verallgemeinert
unsere Vorstellung des Flacheninhalts eines Rechtecks.

Definition und Notiz Das Integral einer Treppenfunktion

—/
b= CkX(tk1.ti): a=ty<t;<. <t,=Dh,
k=1

ist definiert als

b r—1
Ja(d) [ ck(ty — tk—1).
k=1

Dieses Integral hangt nicht von der Darstellung von ¢ ab. [

i Seien @1 und @2 zwei Treppenfunktionen in Ta?, die als Funktionen
auf [a,b] identisch sind, also in jedem Punkt denselben Wert annehmen, aber auf
verschiedenen Zerlegungen Z; respektive Z, beruhen. Aus diesen Zerlegungen
kénnen wir immer eine gemeinsame Verfeinerung Z bilden. Der Ubergang von Z;
oder Z, zu Z besteht darin, in endlich vielen Schritten jeweils einem Teilintervall
(tk-1, tk) einen weiteren Teilungspunkt t; [(Ik-1,tx) hinzuzufligen. Bei einem
solchen Schritt wird in der Summe Jg’ der Term cx(tk — tk—1) ersetzt durch

Ck(tk — ) + ck(t) — te—1).

Dies andert die Integralsumme o [ensichtlich nicht. Somit hangt J2 (&) nur von
der Treppenfunktion selbst und nicht von ihrer Darstellung ab.

I"a. Die charakteristische Funktion Xxj eines beliebigen Intervalls J [[d,b]
ist eine Treppenfunktion, und JQ(XJ) = |J] ist die Lange dieses Intervalls.
b. Die Signum- und die Gaul3klammerfunktion, eingeschrankt auf jedes
beliebige Intervall [a,b], sind Treppenfunktionen.
c. Eine Funktion &g, die nur an endlich vielen Punkten in [a,b] nicht
verschwindet, ist eine Treppenfunktion, und es ist Jg(q)o) =0. o1

27.04.2021 —12:21 10.3
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Das Integral ordnet jeder Treppenfunktion in T2 eine reelle Zahl zu. Wir
erhalten also eine Funktion

TP LR, ¢ CIND).

Da es sich um eine reellwertige Funktion auf einem Funktionenraum handelt,
spricht man in klassischer Terminologie auch von einem Funktional.

Satz Das Funktional J2: T® - R hat folgende Eigenschaften:
(i) Linearitat:

JZOD + pw) = NI2(P) + pIZ(W).
(i) Monotonie:
¢ W CIR(P) CI(W).
(iii) Normierung:
¢ =Xy CIR(P)=b-a
(iv) Lipschitzstetigkeit:
) - a2y Fhm -2 R U (S -

mm Wahlen wir fur ¢ und @ eine Darstellung mit einer gemeinsamen
Zerlegung von [a,b], so folgen die ersten zwei Behauptungen aus der Definition 1
von J2. Ebenfalls aus der Definition folgt

|Jb(¢)|=§ ekt — %
a k(tk — te—1)

1 g
1 Jek] (tk — tk—1)
1 [KIn1 —1
Cmiax {|c1] . ... |enl} (t — tk—1) CIILl Ly (b —a).

1[KIn1

Wegen der Linearitét von JQ folgt damit auch
H2(P) = IZW)| = [92(d — W) | CIH — W Lol (b — ).
Die dritte Behauptung ist o [edsichtlich.

FUr Treppenfunktionen haben wir somit ein Integral definiert, das unseren
Vorstellungen entspricht. Dies sind aber noch nicht die Funktionen, die uns
eigentlich interessieren — sie sind ja nicht einmal stetig. Dies erreichen wir jedoch
mit einer stetigen Fortsetzung des Funktionals J2 auf den Raum aller Funktionen,
die sich durch Treppenfunktionen gleichméaRig approximieren lassen.

104



10.2 — Das Cauchyintegral

Abb 3

Regelfunktion f und
approximierende f
Treppenfunktion ¢

10.2
Das Cauchyintegral

Definition und Notiz  Eine Funktion f [BY ist eine Regelfunktion genau dann,
wenn es eine Folge () von Treppenfunktionen in Tg gibt, die gleichmé&Rig
auf [a,b] gegen f konvergiert. Das Cauchyintegral einer solcher Funktion
ist definiert als

J2(F) ClIin J2(dpn)

und ist unabhéngig von der Wahl der approximierenden Folge (¢n). Der
Raum aller Regelfunktionen auf [a,b] wird mit R2 bezeichnet. [ 1

(I Angenommen, es gilt ¢, T Und W, T Fur zwei Folgen in T®. Dann
folgt [y — Wn Ll p; » O und damit ;
192(n) = IZ(Wn)| = [35(dn — Wn)| CB — ) [ — Yn Ll py - O
Also ist limJ2(dn) = lim I2(Wy), und das Integral ist wohldefiniert.
Dies ist im Moment eine sehr abstrakte Definition. Weder wissen wir, welche

Funktionen genau Regelfunktionen sind, noch wie deren Integral zu bestimmen
ist. Diese beiden Probleme werden wir in den néchsten Abschnitten behandeln.

Bemerkung Funktionalanalytisch betrachtet sind wir folgendermaRen vor-
gegangen. Der Raum T2 aller Treppenfunktionen auf [a,b] ist ein reeller, aber
nicht abgeschlossener Unterraum des Banachraumes B2 aller beschrankten Funk-
tionen auf [a,b], versehen mit der Supremumsnorm [CTglp;. Sein Abschluss ist
der Raum aller Grenzwerte von Cauchyfolgen in T2, also der Raum R2:

T2 COIR)” =Rg CBY.
Das Funktional J2: T2 - R ist lipschitzstetig beziiglich dieser Norm und besitzt
daher eine eindeutige lipschitzstetige Fortsetzung auf den Abschluss,

2. RE LR

Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese wieder mit demselben Symbol. [

10.5
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Wir notieren nun einige elementare Eigenschaften dieses Integrals auf RE.

Permanenzsatz Das Cauchyintegral

2 RE LR, f CIEF)
hat dieselben Eigenschaften wie seine Einschréankung auf T;’, also Linea-
ritat, Monotonie, Normierung und Lipschitzstetigkeit. [ 1

i Linearitat:  Sind f und g gleichmaRige Limites der Treppenfunktionen
&dn respektive WY, so ist Af + g der gleichmagige Limes der Treppenfunktio-
nen Adn + pP,. Dann gilt aufgrund der Linearitat auf Tg und der Ublichen
Grenzwertsatze

JZOM +pg) = lim IZ(An + pdn)
= lim (AJ5(bn) + HIZ(Wn))
= AlimJ5(dpn) + plimIZ(wn)
= AR (F) + pIs(g).

Monotonie: Wegen der Linearitét des Funktionals geniigt es zu zeigen, dass
fur f CRY mit f [COJauch J2(f) CO1Nun, gilt ¢, I und f Q) so gilt auch

¢; L1 ¢ Cmax(¢pn,0) [0
Die &} sind ebenfalls Treppenfunktionen, und es ist J2(¢},) [0l Also ist auch
JR(F) =1im (7)) CTl

Normierung: Hier gibt es nichts Neues zu zeigen.
Lipschitzstetigkeit: Das ist eine Ubungsaufgabe 5. [0

Intervalladditivitat Sei ¢ [{d,b). Dann gilt
f CRY [Tl CRY CFl ) CRY,
und in diesem Fall gilt weiter Jg(f) =JS(F) +Ib(F). [
umml Fur Treppenfunktionen ¢ ist o Cedsichtlich, dass

& LT} Ll OO C|p CIF

sowie JB(d) = I5(d) +I2(P). Gegebenenfalls fiigt man ¢ als weiteren Teilungs-
punkt hinzu. Entsprechendes gilt dann auch fur die gleichméagRigen Limites von
Treppenfunktionen. Zum Beispiel ist

J2(F) =lim J2(dbn)
= lim (3S(dn) + I2 (dn))
= lim J5(dn) + lim I (dbn) = IS(F) + I (F).

10.6
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Zusatz ~ Mit den Vereinbarungen J2(f) =0 und J2(f) = —J8(f) fur a<b
gilt

JR(F) = IS(F) + 32 (F)

fur beliebige a,b,c und jede Regelfunktion f, die auf dem kleinsten, alle
Integrationsgrenzen umfassenden Intervall definiertist. [ 1

[ Dies ist eine Routinerechnung. Fir ¢ < a < b haben wir beispielsweise 4
I2(F) = JF(E) + I2(F).
Mit der Zusatzvereinbarung s ist dies aquivalent mit
JR(F) = 32(F) — I2(F) = I5(F) + 3o (F).

Beginnend mit dem néchsten Satz verwenden wir die auf Leibniz zurtickge-
hende Schreibweise fur Integrale, die aus einem stilisierten S fir Summe besteht.

Definition Eine Funktion f: [a,b] - R heif3t integrierbar genau dann, wenn
sie eine Regelfunktion auf [a,b] ist, also zu RY gehért. Ihr Integral mit den
Integrationsgrenzen a und b ist dann

0!
f CI9(F). [

Die Intervalladditivitat schreibt sich damit
En I S R e
f= f+ f

a a Cc

fur jede Funktion f, die auf einem alle Integrationsgrenzen umfassenden Intervall
integrierbar ist.

Dreiecksungleichung Ist f auf [a,b] integrierbar, so auch |f]|, und es gilt
Ll
%f %:I Ifl. [
a a

i Ist £ gleichmaRiger Limes der Treppenfunktionen ¢n, so ist |f]| gleich-
maRiger Limes der Funktionen |d,|. Da diese ebenfalls Treppenfunktionen
sind, ist auch |f| eine Regelfunktion. Fur jede Treppenfunktion ¢, gilt nun
o [edsichtlich mit der entsprechenden Zerlegung

%lcbn % %?k(ltk —tk-1) %?%Il (tk —tk-1) = I;||<1>n| :
a =1 =1 a

Gehen wir zum Limes n - oo Uber s g, so erhalten wir die Behauptung. [

10.7
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Abb 4

Zum Mittelwertsatz
der Integralrechnung
mitp=1 a

fc)(b—-a)

Mittelwertsatz der Integralrechnung Seien f und p integrierbar auf [a,b],
auBerdem sei f stetig und p nichtnegativ. Dann existiert ein ¢ [[4d,b],
so dass

L) L)
fp=f(c) p. —1

i Aufgrund ihrer Stetigkeit nimmt die Funktion f auf [a,b] ihr Mini-
mum m und Maximum M an7i6. Es gilt dann m 1M auf [a,b]. Wegen
p [COlgilt dann auch mp Cfp CMp auf [a,b]. Mit der Monotonie des Inte-
grals 3 folgt

Ol Gl L)
m plCdfp[CM p.
a a a
0 _ : . o, _ . A
Istnun , p=0,soist foIgHjh auch , fp =0, und die Behauptung gilt fur jedes
¢ [J4,b]. Andernfalls ist , p > 0 und damit

[ 4 )
mOCwl 1 p fp ML
a a

Nach dem Zwischenwertsatz von Bolzano gibt es ein ¢ [Ja,b] mit f(c) = w.
Das ergibt die Behauptung. i

Vertauschungssatz Eine Cauchyfolge (f,) in Rg ist konvergent, und es gilt

o) )

limf, =1lim f,. 1

a a
i Dies folgt aus der Definition des Regelintegrals. Eine Cauchyfolge (f)
in Rg bezlglich [-Tiglp; ist auch eine Cauchyfolge im umgebenden Banachraum
B2 und hat dort einen Grenzwert f [BY. Da aber RY in B2 abgeschlossen ist, ist
auch f [CRY, also integrierbar. Die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral
ist dann gerade die Stetigkeit des Funktionals J2 auf RY.

10.8
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10.3
Regelfunktionen

Im Folgenden charakterisieren wir Regelfunktionen durch eine leicht zu
verifizierende Eigenschaft. Zunéchst eine einfache Feststellung.

Satz  Eine Regelfunktion besitzt hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstel-
len. [

i Sei f der gleichméaRige Limes einer Folge (¢n) in Ta?. Jede Treppen-
funktion ¢, hat nur endlich viele Unstetigkeitsstellen. Die Menge S der Un-
stetigkeitsstellen aller ¢, zusammengenommen ist somit abzahlbar 4.315. Auf
[a,b] CSlist nun jedes ¢y stetig. Als gleichmaRiger Limes der ¢, ist dann f
auf dieser Menge ebenfalls stetig 7,45 . 111

Satz  Eine Regelfunktion f: [a,b] - R besitzt in jedem Punkt von [a,b]
einseitige Grenzwerte. Das heil3t, auf [a,b) existieren alle rechtsseitigen
Grenzwerte f,, und auf (a,b] alle linksseitigen Grenzwerte f_ von f. [ ]

mm Wir betrachten den linksseitigen Grenzwert einer Funktion f CRE in
einem Punkt ¢ [(a,b]. Sei dazu (t,) eine Folge in [a,b] mit t, [cl und sei
€ > 0. Dann existiert eine Treppenfunktion ¢ CT§ mit

O+ & [l < £/2. @)

Diese ist auf einem kleinen, o [eden Intervall (c —d,c) links von ¢ konstant,
unabhangig davon, ob ¢ ein Teilungspunkt der zugehérigen Zerlegung ist oder
nicht. Wegen t, [Cclgibt es dazu ein N [1] so dass

o (th) = P(tm), n,m

Mit (1) gilt dann auch
€ €
[T (tn) = T (tm)| LHKtn) = (t)] + [p(tm) = T(tm)| < 5 + 5 =&
Da es fur jedes € ein solches N gibt, bildet f(t,) eine Cauchyfolge. Ihr Grenzwert
hangt nicht von (t,) ab, denn ist (t}) eine weitere solche Folge, so zeigt dasselbe
Argument, dass (f (tn) —f (t5)) eine Nullfolge bildet. Also existiert der linksseitige

Grenzwert
f_(c) = limf(t).
(c) =limf(t)
Far rechtsseitige Grenzwerte f.(c) = lim¢ f (t) argumentiert man analog. [l

Von diesem Satz gilt auch die Umkehrung. FUr den Beweis bendtigen wir
noch den folgenden Spezialfall eines Satzes tiber kompakte Mengen.

10.9
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Abb 5 Us, Usg
Endliche Teiluberdeckung Us, Us,
und Zerlegung Z Usg

a t b

Uberdeckungslemma von Heine-Borel Sei [a,b] ein kompaktes Intervall
und (1)) eine beliebige o [ene Uberdeckung von [a,b], das heift,
eine Familie o Ceder Intervalle mit

1
[a,b] T Ix.
AX
Dann enthalt diese Familie auch eine endliche Teiluberdeckung von [a,b].
Das heil3t, es gibt endlich viele Intervalle I,,, .., I, , so dass
1
[a,b] CO 1y,
1 0imml
Man sagt, »jede o [ede Uberdeckung von [a,b] enthalt eine endliche
Teiluberdeckung«. [

[ Angenommen, es gibt keine solche endliche Teiluberdeckung. Wir zei-
gen, dass es dann eine fallende Folge von abgeschlossenen Intervallen

[a,b] I I3 CJd 1
mit Lange
[3nl =27"Jol, n O]

gibt, die alle ebenfalls keine endliche Teiliberdeckung besitzen. Fur Jo = [a,b]
entspricht dies der Annahme. Besitzt nun J, fur ein n [0 keine endliche
Teiliberdeckung, so besitzt mindestens eine der beiden abgeschlossenen Halften
von J,, ebenfalls keine. Wahlen wir diese als Jn+1, SO erhalten wir das nachste
abgeschlossene Intervall dieser Folge.

Wir erhalten somit eine Intervallschachtelung, deren Durchschnitt genau
einen Punkt p []4,b] enthalt. Dieser ist in wenigstens einem Intervall I, der
Uberdeckung enthalten. Da Ix, aber o [end ist, enthalt es alle Intervalle J, mit
n hinreichend grof3. Das heif3t, diese Intervalle J, werden sogar von nur einem
Intervall I, der Familie Uberdeckt. Dies ist ein Widerspruch zur Konstruktion
der J,. D

Satz Die Funktion f: [a,b] - R besitze in jedem Punkt von [a,b] einseitige
Grenzwerte. Dann ist f der gleichmaRige Limes von Treppenfunktionen. [1

10.10
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Abb 6 -

Approximation durch
konstante Funktion
auf [tk—1, t]

-1 Sk L%

i Sei € > 0. Zu jedem Punkt ¢ []a,b] existiert aufgrund der Existenz
der einseitigen Grenzwerte eine Umgebung Us(c), so dass

[f(u)—-f(v)l<e

fur alle u,v [CUk(c) n [a,b], die beide auf derselben Seite von c liegen. Dabei
hangt & vom Punkt c ab.

Die Familie (Us(c))c rraipy bildet eine o [edle Uberdeckung von [a,b]. Nach
dem Lemma von Heine-Borel 10 besitzt diese eine endliche Teiluberdeckung. Es
gibt also endlich viele Us, (ci), so dass

[a,b] Uk, (c1) TR, (Cm).

Sei Z = (to, .., tn) diejenige Zerlegung von [a,b], die aus allen Mittel- und
Endpunkten dieser m Intervalle bestehen, die innerhalb von [a,b] liegen, zuzlg-
lich der Punkte a und b selbst. Jedes Zerlegungsintervall (tx—1,tk) gehért dann
entweder zu einer linken oder einer rechten Halfte eines dieser m Intervalle,
da deren Mittelpunkte zu den Teilungspunkten gehdren. Somit gilt auf jedem
Teilungsintervall

[f(u) —f(v)| <e, u,v Ck-1,t). 2)
Dazu definieren wir nun ¢ [T¥ durch

_ e+t

=T

AuRerdem setzen wir der Vollstandigkeit halber ¢ (tx) = f(tk) fir 0 [CKI[nl
Dann gilt wegen (2) auf jedem Zerlegungsintervall

0 O, g T T(SK) Ll 1) < €

Also gilt insgesamt

Iﬂi—f@b]<£.

Da fur jedes € > 0 ein solches ¢ existiert, ist die Behauptung bewiesen. [

q)l(tk—l,tk) =f(sk), Sk

Zusammengefasst g 11 erhalten wir folgende

10.11
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Abb 7 Stuckweise, und nicht stiickweise stetige Funktion
a t1 2 b a t1 b

Charakterisierung der Regelfunktionen Eine Funktion f: [a,b] - R ist eine
Regelfunktion genau dann, wenn sie in jedem Punkt des Intervalls [a,b]
einseitige Grenzwerte besitzt. Insbesondere sind stetige, stickweise stetige
und monotone Funktionen Regelfunktionen und damit integrierbar. [

Dabei hei3t eine Funktion f: [a,b] - R stuckweise stetig, wenn es eine
Zerlegung (to, .., ty) von [a,b] gibt, so dass die Einschrankungen f |(tk-1, tk) fur
1 [CKllCnlstetig sind und einseitige Grenzwerte in allen Endpunkten besitzen.

I"a. Die GauRBklammer und die Signumfunktion sind auf jedem abgeschlosse-
nen Intervall integrierbar. Sie sind ja auch Treppenfunktionen.
b. Die Thomaefunktion ist integrierbar 5.7.
c. Die Dirichletfunktion & ist auf keinem nichttrivialen Intervall integrier-
bar g.g. 11

10.4
Der Hauptsatz

Wir wissen nun, welche Funktionen auf abgeschlossen Intervallen im Sinne
von Cauchy integrierbar sind. Jetzt geht es darum, eine brauchbare Methode zu
finden, um deren Integrale auch zu bestimmen.

Die Idee ist, das Integral einer stetigen Funktion f als Funktion der rechten
Intervallgrenze zu betrachten. Auf diese Weise erhalt man eine di Lerknzierbare
Funktion F mit F™== f. Man spricht von einer Stammfunktion von f. Auswertung
einer solchen Stammfunktion f zwischen den Grenzen von [a,b] ergibt dann
das Integral von f Gber [a,b].

Um diese Idee auch fur Regelfunktionen umzusetzen, bendtigen wir noch
die rechts- und linksseitige Ableitung einer Funktion f,

10.12
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f(t+h)—T1(t)

1o o
und
f(t+h)—f()
o o T

wenn diese Grenzwerte existieren. O Cedsichtlich ist f in einem inneren Punkt ¢
di Cerknzierbar genau dann, wenn dort links- und rechtsseitige Ableitung existie-
ren und Ubereinstimmen. In diesem Fall ist f~t) = f¢t) = f{t).

Definition Eine Funktion F: I - R heil3t Stammfunktion einer Regelfunktion
f: 1 - R,wenn F in jedem Punkt von | einseitige Ableitungen besitzt und

FI=f,, Fr=f

auf | gilt. In einem Randpunkt von | wird dabei nur der jeweilige einseitige
Grenzwert betrachtet. [

Besonders Ubersichtlich ist der Fall einer stetigen Funktionen.

Notiz Ist f: I - R stetig, so ist jede Stammfunktion F von f stetig di Cerkn-
zierbar, und es gilt F==f aufganz I. [

il Ist F Stammfunktion der stetigen Funktion f, so ist Uberall
Fref=f=f, =F

Also ist FP= FHauf I, somit F di[erenzierbar, und FP= f. AuBerdem folgt
hieraus die Stetigkeit von FY

Stammfunktionen sind nicht eindeutig. Ist F eine Stammfunktion, so ist es
auch F +c fur jede reelle Konstante c¢. Auf einem Intervall ist dies aber die einzig
madgliche Unbestimmtheit:

Lemma Auf einem Intervall unterscheiden sich verschiedene Stammfunktio-
nen einer Regelfunktion nur durch eine additive Konstante. [ 1

mm Seien G und H zwei Stammfunktionen derselben Regelfunktion f.
Dann besitzt auch G — H in jedem Punkt einseitige Ableitungen — das ist eine
leichte Ubung —, und es gilt

(G-H)P=GI~HI=f, —f. =0

Entsprechendes gilt fur linksseitige Grenzwerte. Also ist G — H sogar di Cerkn-
zierbar mit (G — H)™= 0. Aufgrund des Monotoniesatzes g 11 ist G —H auf dem
Intervall | konstant. mmm

10.13
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Die fundamentale Beobachtung ist nun, dass man eine Stammfunktion einer
Regelfunktion f erhélt, indem man das Integral Uber f als Funktion der oberen
Grenze betrachtet.

Stammfunktionensatz Sei f auf | integrierbar und ¢ [Tlein beliebiger
Punkt. Dann definiert

v
o) CIf, t Lol

eine Stammfunktion ®: I -~ R von f. Diese ist auRerdem lipschitzstetig
mit Lipschitzkonstante L = [FL, ] [ 1

mmn Ist f auf | integrierbar, so auch auf jedem Teilintervall von | 4. Die
Funktion @ ist daher fur jedes t [T definiert. Aus der Additivitat des Integrals s
ergibt sich

S v [
V) —-o(w)y= f— = f, u,v 11

c u

FUr u < v folgt hieraus mit der Dreiecksungleichung

]
[®(Vv) —oW)| = gjf %ﬂu If] CHL Qv —u).

Also ist @ L-lipschitz mit L = O, IMit u =t und v =t + h ist ferner
Pt+h)—o@) _ 1 Cedn

h " h ot
Aufgrund des Riemannschen Lemmas 15 — das wir gleich beweisen — besitzt der

Ausdruck auf der rechten Seite die einseitigen Grenzwerte f,(t) respektive f_(t).
Also besitzt ® die entsprechenden einseitigen Ableitungen, und es gilt

f.

o Ht) = f.(t).
Somit ist ® eine Stammfunktion von f. [

Riemannsches Lemma Ist f: [a,b] - R integrierbar, so gilt

1 Ftdn 1
lim — f =1.(1), lim — f=f(t
hroih ¢ +® hmah t-n ®©
far jeden Punkt t [Jd,b) respektive t [(d,b]. Ist f im Punkt t stetig,
so gilt insbesondere

el

1
lim— f =1f(). 1
h-oh ¢ ®
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10.4 — Der Hauptsatz

Abb 8

Zum Hauptsatz

t t+06h t+h

i Wir betrachten den rechtsseitigen Limes in einem Punkt t [Jd,b). Sei
h > 0 so klein, dass auch t + h [Jd,b]. Dann ist
1 Bdn ) Dedn
f () =f.(t)-— 1=— fo(b).
h h

Also gilt, fir h >0,

—] 1 Ledn % Ledn Cedn
(t)_ﬁ t f t (F+(t) — ) . [f-(t) —f[.

Aufgrund der Definition des rechtsseitigen Grenzwerts existiert zu jedem € > 0
ein & > 0 so, dass

[f.() —f(s)l <&,  t<s<t+d.

Zusammen mit der vorangehenden Ungleichung erhalten wir also

— 1 D Ledn
i) — f e=¢g, 0<h<3d.
t t

Da zu jedem € > 0 ein solches & > 0 existiert, folgt

1 Fehn
lim = f =1f.(1).
hlrgl;:ht ®

Far t [(@,b] und h >0 mit t —h [J4,b] argumentiert man entsprechend.

Ist f im Punkt t sogar stetig, so ist f_(t) = f(t) = f.(t), und die beiden
Grenzwerte im Riemannschen Lemma 15 sind gleich f(t).

Bemerkung Ist f auf | stetig, so gilt Uberall

i Ll
o't) = f =f@), tCII

Dies folgt Gibrigens auch aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung g, denn
fur stetiges f gilt ja

O(t +h) — d(t) _lmh
h T hot

In diesem Sinne sind Di Lerknzieren und Integrieren inverse Operationen. [1

f=f(t+0h) - f(t), h-o0.

10.15
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10 — Integration

Ia. Die Signumfunktion ist auf jedem kompakten Intervall integrierbar, und
eine Stammfunktion ist
O 1 —1
d(t)= sgn= totro =t
T 09T ¢ t<o TN
O [ensichtlich gilt ®%t) = [t|"= sgnt fir t # 0 sowie ®H{(0) = sgn_.(0) = +1.
b. Eine Stammfunktion der Betragsfunktion ist

CJd
Is| = 1 [t] = liog n(). o
o DI T M= 5T Santh).

Der vorangehende Satz erd [ndt nun die Mdglichkeit, Integrale mithilfe von
Stammfunktionen zu berechnen.

Hauptsatz der Di Lerknzial- und Integralrechnung Ist f auf [a,b] inte-
grierbar und F eine beliebige Stammfunktion von f, so gilt
Gl
f=F/CE(b)—-F(). [
a a
i Fur die Funktion @ des Stammfunktionensatzes 14 gilt aufgrund ihrer

Definition
L) G Gyl
ob)—v@= f— f= f.

c a
Jede andere Stammfunktion F von f unterscheidet sich von ® aber nur durch
eine additive Konstante 13, die sich in der Di [Lerknz aufhebt. Also ist auch

|
FO)—F@=o®) ~0(@)= f. mm

Ia. Mit der Stammfunktion |-| fur die Signumfunktion gilt

ean= bk
sgn = |t| bl —lal.
a a
L4l
b. xL =2t 2. -
1t 1

Ist f stetig diLerenzierbar, so ist f selbst Stammfunktion seiner Ablei-
tung fY Es gilt also folgender Spezialfall.

Korollar Ist f auf [a,b] stetig di Cerknzierbar, so gilt
Ll
fr=f 1
a a

Wegen des Hauptsatzes wird eine Stammfunktion auch als unbestimmtes In-
tegral bezeichnet, wahrend das Integral mit Intervallgrenzen bestimmtes Integral
genannt wird. Genauer gilt folgende Sprachregelung.
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105 — Integrationsregeln

Definition Das unbestimmte Integral einer stetigen Funktion f auf einem Inter-

vall ist die Familie
1

] 1]
fCHF+c:c [Rl
aller Stammfunktionen von f auf diesem Intervall. [

Gewohnlich schreibt man dafir einfach F + c. In Formelsammlungen wird
auch die Konstante ¢ oft weggelassen. Unbestimmte Integral erhalt man bei-
spielsweise, indem man Ableitungsformeln >rickwartsc« liest.

1 ]
t — At 1_
a. et =e' +c, ¥—Iogt+c.
1 ]
b. cost =sint +c, sint = —cost +c.
1 1 1
c. ~¥—— =arcsint+c, =arctant. 1
1-t2 1+12

10.5
Integrationsregeln

Die Bestimmung von Integralen beruht auf der Bestimmung von Stamm-
funktionen, also einer Lésung der Gleichung FHP= f zu gegebenem f. Jede
Di Lerenziationsregel liefert damit eine Integrationsregel, indem man sie >ruck-
wartsc< liest. Insbesondere folgen aus der Produkt- und Kettenregel die Regeln
der partiellen Integration und der Substitution, die wir nun formulieren. Der
Einfachheit halber gehen wir von stetig di Cerknzierbaren respektive stetigen
Funktionen aus.

Von nun an verwenden wir die klassische Leibnizsche Integralnotation

i I
f= f()dt,

die vor allem bei der Substitutionsregel zweckmé&Rig ist. Dabei ist die Integrati-
onsvariable, ahnlich wie ein Summationsindex, frei wahlbar. Es ist also

05l 0l 5]
f(tydt= f(u)du= f(x)dx.

10.17
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Partielle Integration Sind f und g auf [a,b] stetig di Cerknzierbar, so gilt

~ grm
af?t)g(t)dt=f(t)g(t)a af(t)sﬁt)dt. 1

Entsprechend gilt fur unbestimmte Integrale
1 (I

fig) dt =f(Dg) — f(t)g'tt) dt.
Eine aquivalente Formulierung ist
1
f(g(t)dt = F(t)g(t) — F(t)g'{t)dt

mit einer Stammfunktion F von f. Eine additive Konstante muissen wir hier nicht
notieren, weil auf beiden Seiten ein unbestimmtes Integral steht.

i Die Integrale existieren, da die Integranden nach Voraussetzung stetig
sind. Also gilt

Oyl Cp)
fitt)gt)dt+ f(t)gHt) dt
? i

X g
= a(fﬁ +fg(t)dt = a(fg)Qt)Olt =(f9) .
Daraus folgt die Behauptung. (I
r—a.
1 1

tetdt=te'— eldt=tet—e'+c=(t—1)e' +c,

also beispielsweise

(|
tetdt = (t — 1)et %: 1.
0

0

b.
[ [ [

cos?tdt = costcostdt =sintcost+ sin’tdt.

Mit sint = 1 — cos? t folgt hieraus
1
cos’tdt =sintcost+t— cos?tdt.
Also ist

2 cos’tdt=t+sintcost +c.

So erhalt man zum Beispiel

I;Ilzcosztdt _ t+sintcost %2 _m
0 2 0 4’



105 — Integrationsregeln

c. Gelegentlich hilft es, einen neutralen Faktor 1 »aufzuleiten<. Fir den

Logarithmus erhélt man auf diese Weise
(- [

logtdt = 1-logtdt
1 1

=tlogt— tlogtdt=tlogt— 1dt=tlogt—t+c.

Zum Beispiel ist

(.|
logtdt = (tlogt —t) 1
1 1

Mit wiederholter partieller Integration erhéalt man auch die Taylorsche For-
mel mit Restglied in Integralform. Wegen der Wichtigkeit dieses Beispiels formu-
lieren wir das Ergebnis als Satz.

17 Satz von Taylor mit Integralrest Fur f CCPM1(1) und a,a+h CIilt

f(a+h)= i ()hk+R”f(h)

k=0

mit dem Integralrest

n+1 @
@A-OH"fO* D@ +th)ydt. [
0

ROf(h) =

i Der Beweis erfolgt durch Induktion. Ist f stetig di Cerknzierbar, so gilt
aufgrund des Hauptsatzes

f(a+h)—f(a) =f(a+th)%

Y
= O(f(a+th))%lt =h . f¢a + th) dt.

Der letzte Term ist gerade R3f(h), und wir erhalten damit die Behautpung fir
n = 0. Gilt die Formel nun fir ein n Q] so ergibt partielle Integration

hn+1 I:.‘l
(1 —t)"f"* D (g +th) dt

n!
n+1
~ @y O @
hn+2 I_—l_l n+1lg(n+2)
+m O(I_t) f (a+th)dt
£00+1) ()

n+1 n+1
= hE) h + Ry f(h).
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10 — Integration

Substitutionsregel Ist ¢ stetig di Cerknzierbar auf | = [a,b] und f stetig
auf dem Bildintervall ¢ (1), so gilt

Ly! Loy
. f(P())P(x)dx = o f(t)dt 3)

fur das bestimmte Integral, und
(|

fF(PC))P)dx=F-dp+c

fur das unbestimmte Integral mit einer beliebigen Stammfunktion F
von f. [

i Far eine beliebige Stammfunktion F von f gilt

F-P)=F2d)d = (F- )™

Daraus folgt die Gleichung fur das unbestimmte Integral. Fur das bestimmte
Integral erhalt man

o) i~
_F@eNS Y dx = (Fo )6 dx

a
0 Lo
=Fod F = £(t) dt
a 3@

¢(@)

mit zweimaliger Anwendung des Hauptsatzes. [l

Die einfache Anwendung der Substitutionsregel besteht darin zu erkennen,
dass der Integrand aus der Anwendung der Kettenregel hervorgegangen ist und
das Integral daher von der Form

!
. fF(P )P (x) dx.

In diesem Fall setzt man direkt ¢ (x) = t. Gemal der Substitutionsregel ist dann
dt durch ¢x)dx zu ersetzen. Formal ergibt sich dies mit der Leibnizschen
Notation, indem man

dt _ do)

= = X
dx dx b0
schreibt und zu dt = ¢ ¢x) dx >aufldstc !, Jetzt muss man nur noch die Integrati-
onsgrenzen mit ¢ abbilden, und man erhdlt die rechte Seite der Substitutionsre-

gel.

1 Eine rigorose Begriindung dieser Schreibweise liefert der Formalismus der Di [erenzialformen, sie-
he >Noch mehr Analysis«.
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10.5 — Integrationsregeln

a. Im unbestimmten Integral
1

X
——dx
1+ x2

ist der Zahler bis auf einen Faktor die Ableitung der Funktion unter der Wurzel.

Wir kénnen daher die Substitutionsregel mit t = ¢p(x) = 1 + x2 anwenden:

1 1 1 1
X 1 2X 1 X 1 t
V" _dx== L == _dx== ﬂ:)dxzf gi
1+x2 2 \/1+x2 2 d(X) 2 t
Mit der Stammfunktion von - g» erhalten wir
s (- o
¥Y——dx= t+c= 1+x2+c.
1+ x2

FUr das bestimmte Integral gilt dann

Lyl X /1
V——dx= 1+x2
+ X2

a 1 a
ogu . 1 .. . .
b. Im Integral Tdu ist U die Ableitung von logu. Mit t = logu
erhalten wir
ogu - 1 1
9Y qu = tdt==t?+c = =log?u +c.
2 2
c. Esist
] I:'Isinq>
tandpdd = d¢p = —log(cos +c.
$bdo cos b b g(cos ¢)

Die »>nicht so einfache< Anwendung der Substitutionsregel besteht darin, in
einem Integral

f(t) dt

die gegebene Integrationsvariable t so durch eine neue zu ersetzen, dass sich
der Integrand vereinfacht. Die richtige Substitution kann schnell zum Ziel fihren,
die falsche jedoch vollends ins Dickicht. Hier wird das Integrieren teilweise zu
einer Kunst, die Erfahrung und Ubung erfordert. Man setzt also t = ¢p(x) mit
einer — ho [endtlich geeigneten - stetig di Lerknzierbaren Funktion ¢ . Genau wie
zuvor ist dann dt durch ¢x) dx zu ersetzen. SchlieRlich ist noch ein Intervall
[a,b] zu finden, dass von ¢ auf [a,3] abgebildet wird. Das heil3t, es ist

@ =a  oMd)=p

zu l6sen. Dann gilt wieder

Ll Loy L]
_f@dt= o fdt= £ (b () ex) dx.

Nun braucht es nur noch etwas Ubung ... .

10.21
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Ia. Im Integral
=
t 1+tdt

schreiben wir versuchsweise 1+t = x2. Es ist dann dt = 2xdx, und wir erhalten
e i B ]
t 1+tdt= (x®—1)x-2xdx=2 (x*—x?) dx.

Dies ist nun elementar I6sbar. Im bestimmten Integral sind die Integrationsgren-
noch entsprechend zu transformieren, eine Grenze t—geht dabei Uber in
1+ t—Man erhalt

Lol 1 Mivs o O b
t 1+tdt=2 Vﬁ(x“—xz)ds:E 3x° —5x3 .

a 1+a 1+a
b. Betrachte
Ll
1—t2dt.
-1

Mit der Substitution t = sinx und damit dt = cosxdx wird

Ld — Lo 1L Lo n
1—t2dt = 1 —sin®x cosxdx = cos?xdx = —,
-1 -n/2 -1/2 2

also die Flache des halben Einheitskreises. Analog erhélt man

L Lz Lz
dt Iéosx
P = dx = du =T1.
-1 1—-t2  —n/2 1-—sin?x -1/2

Dies kann man allerdings auch direkt rechnen:

=t dt .
v —— = arcsint =TI.
-1 1-—1t2 -1

c. Typische Anwendungen der Substitutionsregel sind die Translation und
die Streckung der Integrationsvariablen. Mit A > 0 und n [Ilgilt

Lyl Lpbe
f(t+c)dt = f(x) dx, X=t+c,
Lyl L
fA)dt=A"1  f(x)dx, x=At,
a Aa
Lyl Lopd

fAMHt" Idt=n"t f(x)dx, x=t". 1
a n

a'
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10.6 — Uneigentliche Integrale

Abb 9

Zwei uneigentliche
Integrale
1/t

logt

10.6
Uneigentliche Integrale

Das Integral haben wir bisher fur Funktionen definiert, die auf einem kom-
pakten Intervall definiert und dort integrierbar und damit auch beschréankt sind.
Dies reicht auf die Dauer jedoch nicht aus. Wir wollen, wenn mdglich, auch
Funktionen auf unbeschrankten Intervallen sowie unbeschrankte Funktionen
integrieren. — Betrachte dazu eine Funktion

f: [a,b) - R, a<b [

Das Intervall ist also entweder rechts unbeschrankt, oder die Funktion ist mogli-
cherweise an der rechten Intervallgrenze unbeschréankt.

Definition Es sei a < b [ed, und die Funktion f: [a,b) - R sei Uber jedem
kompakten Teilintervall [a,c] [[4,b) integrierbar. Existiert der Limes

] 5]
lim f(ydt C1f@dt,

so heil3t er das uneigentliche Integral von f uUber [a,b], und man sagt, das
uneigentliche Integral konvergiert. Andernfalls divergiert es. [

Entsprechendes erklart man fir Funktionen f: (a,b] - R mit —c0o [Cak b.

J - %:
ra. e tdt=Ilim et'dt= lim—e lim@—e")=1.
0 r-oo 0 r-oo 0 r-oo
L4l L4l 1
t t
b. P im B ime2 ¢ limR-2 g)=2.
0 emle ¢ el s el0l
LJ

0
:—rﬁg”

t 1
= rIim2 t 2rlim( r—1)=oco. [0
— 00 1 — 00

Ein an beiden Integrationsgrenzen uneigentliches Integral wird auf zwei
einseitig unbestimmte Integrale zurtckgefuhrt:

1
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Definition Essei co [Cak b [Cod und die Funktion f: (a,b) - R sei Uber jedem
kompakten Teilintervall von (a,b) integrierbar. Existieren fur ein ¢ [(d,b)
dessen uneigentliche Integrale Giber (a,c] und [c,b), so hei3t

0l [l )
f(t)dt COf()dt+ f(t)dt

das uneigentliche Integral von f Uber (a,b). [

Die Existenz und der Wert dieses Integrals hdngen nicht von der Wahl des
Teilungspunktes ¢ ab, wie man sich leicht Gberlegt.

a. Es existieren

0 0 ' —oo e
g‘ 2
Daraus folgt [tjle ¥ dt=1.
oo -
b. Das uneigentliche Integral 112 dt existiert nicht, denn
L 1 e
dt = lim = log(1 +t2 .
0 1+t2 oo 2 g( ) o (o)

Es genigt nicht, dass aus Symmetriegriinden
t

(.
——dt =0, r >0,
—r1+1t2

und dasselbe fur dessen Limes fUr r - oo gilt. 111

Integrale Uber kompakte Teilintervalle spielen fur uneigentliche Integrale
quasi die Rolle von Partialsummen, wie der folgende Satz zeigt. Der Einfachheit
halber betrachten wir den Fall, dass die uneigentliche Integrationsgrenze rechts
liegt. Der andere Fall wird analog behandelt.

19 Satz Essei a <b [, und die Funktion f: [a,b) - R sei Uber jedem
kompakten Teilintervall integrierbar. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(i) Das uneigentliche Integral von f Uber [a,b) konvergiert.
(ii) Es gibt eine Stammfunktion F von f, so dass lim.sf (C) existiert.
(iii) FOr jede Stammfunktion F von f existiert lim.F(c). [ 1

1 Das uneigentliche Integral existiert per definitionem genau dann, wenn
der Grenzwert

]

lim f(®)dt=lim FEH =lim(F(c) — F(2) = limF () — F ()
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10.6 — Uneigentliche Integrale

fur eine beliebige Stammfunktion F von f existiert. Stammfunktionen von f
unterscheiden sich aber nur durch eine additive Konstante, und diese hat keinen
Einfluss auf die Existenz dieses Grenzwerts. [

Uneigentliche Integrale verhalten sich in vielerlei Hinsicht wie Reihen, wie
die folgenden Definitionen und Satzen zeigen.
Gl
Definition und Satz  Das Integral f(t) dt heildt absolut konvergent, falls
das Absolutintegral @

|
If()[dt

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn letzteres beschrankt ist. In
diesem Fall ist auch das Integral Gber f konvergent. [ 1

mmn Die durch

d
o) = |f(s)|ds

definierte Stammfunktion ® des Absolutintegrals ist auf [a,b) monoton steigend.

Sie konvergiert somit fur t [Chlgenau dann, wenn sie beschrénkt ist, also das
Absolutintegral existiert. Aufgrund der Dreiecksungleichung

%If(t) dt %:?H(tﬂ dt

impliziert absolute Konvergenz die einfache Konvergenz.

I\/Iajorantenkr'tﬁrium Gilt IflEFIan [a,b) und existiert das uneigentliche
Integral g(t)dt, so ist f(t) dt absolut konvergent. [
a a

Nutzliche Majoranten sind zum Beispiel die Funktionen t=@ auf (0, ), fur
die Folgendes gilt.

Satz Es gilt
L] dt l:rldt
— <o [ad>1 und — <o [Cad<l1
1 t@ o to

Insbesondere divergieren beide Integrale fur a=1. [ 1
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Abb 10

Zum Integralkriterium
CJ
) dt
1

1
Q)

n=2

mmn Far o # 1 ist
CJ
dt
Ql-a) —=tl@ ri—o—1.
1 t@ 1

Die rechte Seite konvergiert fiir r - oo genau fir 1 —a <0 und fur r - 0 genau
fir 1 — a > 0. Das ergibt die erste Behauptung. Fiur a =1 ist

I:ldt
— = logt logr,
1t

1

und dies divergiert fir r - co und fur r - 0. N

Ia. Das uneigentliche Integral
C) sint

1 t@

dt

ist absolut konvergent fur o > 1, denn t™ ist eine konvergente Majorante.

b. Das Integral
C) sint
1t

dt

ist ebenfalls konvergent, aber nicht absolut konvergent 5.06. 11

= Reihen
Jede Reihe lasst sich als ein uneigentliches Integral schreiben, indem man
eine passende, stickweise konstante Funktion definiert. So ist

1 L . —
ax = a(t)dt mit a [ anXmn,n+1)-
k=1 1 n=1

Entsprechend kann man viele Reihen durch Integrale majorisieren, was viele
Konvergenzbetrachtungen vereinfacht.
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22 Integralkriterium Ist die Funktion a: [1, ) - (0,o) monoton fallend und
auf jedem kompakten Teilintervall integrierbar, so gilt
¢ LJ

a(n) [ a(t)dt.
n=1 1
Das heil3t, beide Seiten haben dasselbe Konvergenzverhalten. Genauer
gilt

e I  —

a(n) [ a()dt 1 a(n). 1

n=2 1 n=1

1 Da a positiv ist, sind

— L
s(n) 1 a(k), S(t) CJa(s)ds
k=1 1

beide monoton steigend. Konvergenz ist also in beiden Féllen gleichbedeutend
mit Beschranktheit. Da a monoton fallt, gilt

a(k—1) Caft) Cagk), t C[H—1,K],

und deshalb
(|

a(k) Iilk a(t)dt Cagk — 1), k 21
-1
Summieren Uber k =2, .., n ergibt
s(n) —a(l) CS(n) Cs(n—1).

Daraus folgen alle Behauptungen. ([0

1
IT"Bs gilt 1 = oo, denn
s el
J
= log(logt) %z o,
2 tlogt 2

Fur jedes € > 0 gilt andererseits

Ld dt _ 1 %_ 1
1+st - ©,

- € - £ =
2 tlog elog’t 7~ e€log® 2

und damit auch
—1q

1+e
nez1og™ " n

Zum selben Ergebnis gelangt man mit dem Verdichtungskriterium g13. 11

< oo,
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