16

Lineare
Di Lerknzialgleichungen

Sei V ein beliebiger normierter Vektorraum. Eine lineare Di Lerknzialglei-
chung auf V ist von Form

X = AX

mit A [L{V), also einem beschrankten linearer Operator A auf V. Eine Lésung
dieser Gleichung ist jede di Lerknzierbare Kurve ¢: | - V, so dass

o) =Ad(), t LI

Wir werden sehen, dass jedes Anfangswertproblem
X =Ax, X(0)=xp

eine eindeutige und sogar fir alle Zeiten definierte Losung ¢ : R - V der Gestalt
(1) = %o

besitzt. Dazu mussen wir nur das Symbol e”! geeignet definieren. Die Wahl
des Zeitpunktes O ist Ubrigens keine Beschrankung der Allgemeinheit 5., und
vereinfacht die Darstellung.
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16 — Lineare Differenzialgleichungen

16.1
Exponenziale linearer Operatoren

Fur reelle Zahlen a und t ist bekanntlich

at — 7tk_
ko
Um diese Darstellung auf beschrankte lineare Operatoren auszudehnen, bendti-
gen wir ein paar Vorbereitungen.
Eine Norm |-| auf einem Vektorraum V induziert auf dem Raum L(V) aller
stetigen linearen Operatoren auf V eine Operatornorm [I_durch

A
marwsop 2 = sup 1ax].

XZ0 |X| Ix]=1

e

Wie wir bereits gesehen haben 141, wird L(V) mit dieser Norm zu einem Banach-
raum 14 . Es gilt sogar mehr.

Satz  Der Raum L(V) mit der Operatornorm [ Bildet bezuglich der Addition
und Komposition von Operatoren eine Banachalgebra. [ 1

Eine Banachalgebra ist ein Banachraum, in dem eine Multiplikation erklart
ist, die sich mit der Addition mittels der Distributivgesetze

A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BC
und mit der Norm mittels der Ungleichung
[AB I TAITBT 1

vertragt. Die Multiplikation muss jedoch nicht kommutativ sein, und im Fall der
Hintereinanderausfihrung von Operatoren ist sie es auch nicht. — Der Beweis
dieser Eigenschaften ist eine kleine Ubung.

Gilt Ubrigens [T cITAICTBT it einer Konstanten ¢ [1] so existiert
immer eine aquivalente adaptierte Normmit c =1 41.

» Das Exponenzial e”

In einem beliebigen Banachraum kénnen wir unendliche Reihen bilden. Diese
definieren wir wie Ublich als Limes endlicher Partialsummen, also

—1 | N |
Ax Cliin Ak,
k O 0 [KIIn1

wenn dieser existiert.
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16.1 — Exponenziale linearer Operatoren 433

—1
Die Reihe heil3t absolut oder normal konvergent, falls die Reihe | [Ak[1

konvergiert, was aquivalent ist mit
1
[AL (S co.
kIOl
In diesem Fall bilden die Partialsummen eine Cauchyfolge, die aufgrund der

Vollstandigkeit von L(V) auch einen Grenzwert besitzt.

Definition und Satz Das Exponenzial von A [I{V) ist der lineare Operator

A [CaH 1,
eh CEip(A) [ (- =1+A+ AP+
ko1 !

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmaRig auf jeder beschrankten
Menge in L(V), und es gilt [exp(A) CIredp(LAID] [ 1

i Aus  [AB [CICTAICIBI folgt mit vollstandiger Induktion [AK CITAIN]
fur alle k Q1 Fur alle n COlgilt daher
£ Ak S A S A E exp([ADK oo.

ko K! ko K! ko K!

Also konvergiert die Exponenzialreihe absolut und gleichmaRig auf jeder be-
schréankten Menge in L(V). Die behauptete Ungleichung folgt dann aus

%@Ak gl

o K! o K!

[AK CICestp ([AIDD

und Grenzubergang n - oo. [

Fur die weiteren Eigenschaften des Exponenzials bendtigen wir den Produkt-
satz von Cauchy, der es erlaubt, das Produkt zweier Reihen durch Ausmultipli-
zieren und Umordnung unendlich vieler Summanden darzustellen. Der Beweis
wurde im Kapitel Gber Reihen skizziert 4.6.16 - Er gilt fUr absolut konvergente
reelle Reihen ebenso wie fur normal konvergente Reihen von Operatoren.

Produktsatz Sind die Reihen 7k und | B absolut konvergent, so ist

L 11 [ 1 | I | I |
Ax B = AB| = AxB,
k [ | [ Kk, [0 n [OR+I=n

wobei alle Reihen absolut konvergieren. [ 1
Rechenregeln Seien A,B,T [I(V) und T invertierbar. Dann gilt:
(i) eT AT =T 1eAT,
(i) eA*B =efeB, falls AB = BA.
(iii) e~ =(e®)™L. Insbesondere ist e® immer invertierbar. ]
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(i) - Mit Induktion zeigt man
TIATYR=T7IAKT, Kk CO1

Fur jedes n [Olgilt deshalb

(|
T‘llh! T= l|———PIT‘1A‘<T = =
o K o K! o K

I|——PI(T “1AT)HK,
k:

Grenziibergang n - oo ergibt

Mot

TleAT=71 = 1= (TlAT)k=¢T AT,
koK kro k!
(i)  Mit AB = BA gilt auch fur alle n COldie binomische Formel
1 I
i,(A+B)” = ! CAKBNTK = IjAl:Ef :
n! keo KI(N = K)! =y K

Daraus folgt mit dem Produktsatz »

eMB = 'j'(A+B)n
_ I ap!  Ladbgd o

— =ee.
1! | |
n [OK+I=n kil kEOjk' IE(EII'

(iii)  Dies folgt aus (ii) mit

A LA

I=ed=eMA=ele A =e e

Also ist e® invertierbar, und die Inverse ist e™. mmm

Achtung FUr nicht kommutierende Operatoren gilt die binomische Formel

fir n ZJund auch Aussage (ii) im Allgemeinen nicht. [

= Zwei Beispiele

Im Allgemeinen ist die Berechnung der Reihe von e” nicht praktisch. Zwei
wichtige Ausnahmen bilden jedoch diagonale und nilpotente Operatoren.

Definition Ein Operator A [CI{V) heif3t Diagonaloperator, wenn V eine Basis
aus Eigenvektoren von A besitzt. Er heif3t nilpotent, falls A™*1 = 0 fir ein

m O] [ ]

Ist A nilpotent mit A™*1 =0, so ist

4 1
et = EAK=I+A+..+—IA’“
O [KIIml m:
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16.1 — Exponenziale linearer Operatoren

ein Polynom in A. Ist A ein Diagonaloperator, so nimmt er in einer Basis aus
Eigenvektoren Diagonalgestalt A\ = diag(A1, .., An) an. Hierfur gilt o Cedsichtlich

e’ = diag(e™, .., e™).

In einer anderen Basis ist dann A = T~!AT mit einem entsprechenden Isomor-

phismus T, und es gilt
A =l AT =T leMT,

Die komplizierte Bestimmung von e wird damit auf die einfache Bestimmung
von e’ zuriickgefuhrt.

Mit Hilfe der SN-Zerlegung von Operatoren werden wir in Abschnitt 6 den
allgemeinen Fall auf diese beiden Spezialfalle zurtickfuhren.

= 1-Parametergruppen

Statt des Exponenzials e® betrachten wir nun die Familie et mit t Rl
Definition Eine 1-Parametergruppe ist eine Abbildung
¢: R-G, t [
von R in eine multiplikative Gruppe G mit den zwei Eigenschaften
o0 =1, eS*t = oSt s, t (R
wobei | das neutrale Element in G bezeichnet. [

Bei einer 1-Parametergruppe handelt es sich also um einen Gruppenhomo-
morphismus (R,+) - (G, -). Wegen

q)Sth - ¢S+t - (Dt+S - q)t(DS

kommutieren alle Mitglieder einer 1-Parametergruppe, auch wenn G selbst keine
kommutative Gruppe ist. AuBerdem ist ®~t das Inverse zu ®!, denn

1= =0t =0lot = to!,

Jedes Element einer 1-Parametergruppe ist also invertierbar. — Nun zurtck zu
unserer Familie t et

Satz  Fdr jedes A [[I{V) ist
o: RS L(V), t[C@i=eMt
eine di Lerknzierbare 1-Parametergruppe in L(V) mit
Yy =Aet. [

16.5
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436 16 — Lineare Differenzialgleichungen

mmm O Censichtlich ist eA% = e = | und, da As und At kommutieren,

eA(s+t) — eAs+At — eAs eAt

Somit handelt es sich um eine 1-Parametergruppe. Ferner ist

Ah = ——h" = Ah +0(h?),

ke

ergibt. Mit der Gruppeneigenschaft folgt daraus fur jedes andere t

(eAt). — seA(sH)% — ieAseAtE = Ae”t. [
S

s=0 ds s=0

= Noch ein Beispiel

Betrachte den Vektorraum
1 1 ]
Phn Cp=ag+a;jx+. +ap—1X""*: ag,..,an-1 [

aller reellen Polynome vom Grad kleiner n. Eine Basis bilden die Monome
1,X,..,x"1 somit ist dimP, = n. Die Ubliche Di Lerenziation definiert einen
linearen Di [erknzialoperator

D: Py~ Pn, Dp=p"~
O Lensichtlich ist D" = 0, somit ist D nilpotent.
Satz Das Exponenzial von Dt ist der Translationsoperator H?:
e =H': Py - Py, Hp=p(-+t). [ 1
i Nach der Formel von Taylor gilt

(HP)() = p(x+1)

‘@D(x) (k
I%t)k

= P (X)=(e”'P)(x),
k=0

wobei die Reihen fur ein Polynom vom Grad kleiner n nach spatestens n Termen
abbrechen. mmm
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16.2 — Die lineare Differenzialgleichung

Fur die Basis
k

ek I%», k=0,..,n—1,

Dep = 0, Dex = ex-1, k 11

gilt

Damit erhélt D die Matrixdarstellung
C_1 1
01
SN
=i
0

Bemerkung Der DiLerknzialoperator D ist ein einfaches und wichtiges
Beispiel eines Operators, der auf unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen im
Allgemeinen unbeschrankt ist. [1

16.2
Die lineare Di Lerknzialgleichung

Mit den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts kénnen wir die Di Leren-
zialgleichung X = Ax nun - zumindest formal - vollstandig l6sen.

Fundamentalsatz Das Anfangswertproblem
x=Ax, x(0)=xp
besitzt fur jedes xo [CV1die eindeutige Losung
d: RV, Pp@)=exe. [
i Dies ist eine Loésung, denn ¢ (0) = X und 4
(1) = (e'%0) = (e) X0 = Ae™xo = Ad(1).

Es ist auch die einzige Loésung. Denn ist | eine weitere Lésung, so gilt, da e At
und A kommutieren,

e P®) = -AeMy(t) + e MAYP() = 0.
Also ist e™ty konstant, und Auswerten bei t = 0 ergibt
e MP(t) = Y(0) = xo.

Also ist P (t) = exg. [

16.7
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Fur eine lineare Di Cerknzialgleichung ist ¢ = 0 immer eine Losung, genannt
Gleichgewichtslosung. Aus dem Fundamentalsatz folgt, dass dies auch die einzige
Ldsung ist, die jemals den Wert 0 annimmt. Mit anderen Worten, keine andere
Ldésung kann den Wert 0 annehmen. Sie kann allerdings gegen diesen Gleichge-
wichtspunkt konvergieren. Solche Lésungen werden uns im nachsten Abschnitt
begegnen.

Der Fundamentalsatz definiert eine Abbildung

®: RxV oV, (t,x) Cefx,

genannt der Fluss der Di [erknzialgleichung X = Ax. Fixieren wir x, so beschreibt
sie die eindeutige Lésungskurve zum Anfangswert x. Fixieren wir dagegen t,
so beschreibt sie die Zeit-t-Abbildung e”! des Systems, die jedem Anfangswert
denjenigen Punkt zuordnet, den er zum Zeitpunkt t erreicht. Diese Abbildungen
bilden also eine 1-Parametergruppe in L(V) bestehend aus linearen Isomorphis-
men des Vektorraums V.

= Infinitesimaler Generator

Jeder beschrankte lineare Operator definiert also eine lineare Di Lerknzial-
gleichung und damit eine di Cerknzierbare 1-Parametergruppe von Operatoren.
Hiervon gilt auch folgende Umkehrung.

Satz  Zu jeder di Cerknzierbaren 1-Parametergruppe ¢ in L(V) existiert ein
eindeutig bestimmter Operator A in L(V), genannt ihr infinitesimaler
Generator, so dass ¢t =et. [

mm Da @ di Cerknzierbar ist, kénnen wir eine Abbildung A: V - V in
jedem Punkt x [CV1definieren durch

Ax IZD‘X)'%O.
Diese Abbildung ist linear, da ®! fiir jedes t linear ist. Somit ist diese Schreib-
weise gerechtfertigt.
Wir zeigen, dass ®!xg das Anfangswertproblem X = Ax, x(0) = xq lost.

O [ensichtlich ist ®%xy = Xg. Ferner gilt aufgrund der Gruppenstruktur von ®
und der Definition von A

d d

Pixg) = —®*x % = —0%(d'x % = Ad'X.

S ds 0 s=0 ds (®"x0) 5=0 0

Aufgrund der Eindeutigkeit der L6sung s dieses Anfangswertproblems gilt also
dixg = e”xo.

Da dies fiir alle xo [CV1gilt, ist ®' = eAt, [y
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16.2 — Die lineare Differenzialgleichung

Damit existiert ein eineindeutiger Zusammenhang
A [Iqv) [dillerknzierbare 1-Parametergruppe ®'in L(V).

Diesen werden wir im néachsten Kapitel auf n-dimensionale nichtlineare Di Ceren-
zialgleichungen verallgemeinern.

= Determinante und Spur

Die Determinante und die Spur eines Operators A [ {V) sind definiert als
die Determinante und Spur einer beliebigen Matrixdarstellung von A. Dies ist
unabhangig von der Wahl der Matrixdarstellung, denn fir Matrizen gilt ja

det(AB) = det(BA), sp(AB) = sp(BA).

Sind B und C zwei Matrixdarstellung von A, so ist C = T™IBT mit einem
geeigneten T und damit beispielsweise

sp(C) = sp(T™BT) = sp(BTT 1) = sp(B).

Also sind Determinante und Spur unabhéngig von der Koordinatenwahl.
Fir die Determinante einer 1-Parametergruppe t e’ gilt eine nitzliche
Di Cerknzialgleichung.

Lemma Fur A CIgV) gilt (deteAt)'Ii0 =spA. [ 1
[ Es ist

k41
L

wim K

A= +tAR), A()=

In einer beliebigen Basis erhalt dies eine Spaltenvektordarstellung

et = [l +tAL(t), .., In + tAN(D],
wobei A; die i-te Spalte der Matrix A bezeichnet. Mit der Linearitat der Determi-
nante in jeder Spalte folgt hieraus

dete™ =det[l1 + tAL(1), .., In + tAL(D)]

—
=detl +t det[ly,..,Ai(t), .., 1,] + O(t?),
100l

wobei A;j(t) in der i-ten Spalte der Matrix steht. Also ist

1
deteAt =1+t Aii(t) + O(t?) = 1 +tsp A+ O(t?).
100N

Das ergibt die Behauptung. [

16.9
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Satz von Liouville Fur A CIqV) qilt
(dete”') = sp(A) det et
und damit auch dete”t = eSPA)! firalle t CRL [
mm Fir die skalare Funktion d(t) = det e®t gilt

d(s +t) = det(eAC*D)
= det(e”™e™)

= det(e”) det(e™') = d(s)d(t).

Mit dem vorangehenden Lemma gilt deshalb

d d
dt)' = ——d(s +t)§ = *d(S)E d(t) = sp(A)d(t).
ds s=0 ds s=0
Dies ist die erste Behauptung. Die zweite folgt hieraus mit d(0) = 1.

Die Bedeutung des Satzes von Liouville liegt in der geometrischen Inter-
pretation von eAt als Zeit-t-Abbildung der Di [erenzialgleichung X = Ax. Die
Determinante einer linearen Abbildung ist derjenige Faktor, mit dem das Volumen
jedes Korpers unter dieser Abbildung multipliziert wird. Der Satz von Liouville
besagt also, dass die Zeit-t-Abbildung einer linearen Di Cerknzialgleichung das
Volumen jedes beliebigen Korpers mit dem Faktor exp(sp At) multipliziert. —
Ein Spezialfall ist folgendes

Korollar Die 1-Parametergruppe e”t ist volumenerhaltend genau dann, wenn
die Spur von A verschwindet. [ 1]

Bei zweidimensionalen Systemen spricht man auch von flachentreuen Abbil-
dungen.

s Koordinatentransformationen

Bis hierhin betrachteten wir linearen Di Cerknzialgleichungen ohne Bezug zu
konkreten Koordinaten. Erst wenn wir in einem Vektorraum V der Dimension n
eine Basis vy, ..,vy und damit Koordinaten x = xiv; + .. + XpVn auszeichnen,
wird A durch eine n x n-Matrix (Ajj) dargestellt, und wir erhalten

] 1
Xj = Aij Xj 1 01 ]
i=1
genannt ein System von n homogenen linearen Di Lerknzialgleichungen erster
Ordnung mit konstanten reellen Koe [ziehten.

16.10
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Wahlen wir eine andere Basis, so erhalten wir natirliche eine andere solche
Darstellung
_ | N |
Vi = Bij Vi, 1 0Tl
j=1

Diese hangt mit der vorangehenden in folgender Weise zusammen.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Koordinatensystemen ist gegeben
durch einen linearen Isomorphismus

T: V-V, x=Ty.
Dann gilt
Ty =TBy
=(Ty) =X=Ax=ATy.
Also ist TB = AT, oder
B=T!AT.
Bemerkung Die allgemeine Losung im B-System ist
y(t) = e®lyo.
Mit x = Ty ist die allgemeine Losung im A-System damit

x() =Ty () =Teyo
=TeB'T1xo

-1
=T8T 'y,

eAlyg

wie es sich gehort. [

Geometrisch betrachtet bildet T Ldsungen im B-System in Ldsungen im
A-System ab. Kennen wir das Phasenportrait, also die Gesamtheit aller L6sungen
der Di Lerknzialgleichung, im B-System, so kennen wir bis auf einen linearen
Isomorphismus somit auch im A-System.

Eine lineare Di [Cerknzialgleichung versteht man naturlich am leichtesten,
wenn man sie in Koordinaten betrachtet, in denen sie eine besonders einfache
Form annimmt. Dies wird hier die sogenannte SN-Zerlegung sein — eine einfachere
Version der jordanschen Normalform —, die wir in Abschnitt 6 betrachten. Zu-
nachst betrachten wir den besonders tbersichtlichen, aber wichtigen Spezialfall
zweidimensionaler Systeme.

16.11
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16.3
Zweidimensionale lineare Systeme

Das Phasenportrait zweidimensionaler linearer Di Lerknzialgleichungen wird
fast ausschlielich durch die beiden Eigenwerte des linearen Operators bestimmt.
Diese koénnen (i) reell und einfach, (ii) reell und doppelt, oder (iii) komplex
konjugiert sein. Im Fall doppelter Eigenwerte ist noch zu unterscheiden, ob A
diagonalisierbar ist oder nicht.

Der Nullpunkt ist immer ein Gleichgewichtspunkt jeder linearen Di Leren-
zialgleichung. Das heil}t, die konstante Kurve ¢ = 0 ist immer eine Ldsung,
genannt Gleichgewichtslosung. Uns interessiert auch noch die Frage, welche an-
deren Losungen fur t - oo oder t - —oo gegen diesen Gleichgewichtspunkt
konvergieren.

= Einfache reelle Eigenwerte

In diesem Fall ist A ein Diagonaloperator. In geeigneten Koordinaten ist

1 [
AO

0 n

mit den beiden Eigenwerten A und p. Die allgemeine Losung von x = Ax lautet

I {
%t 0 a

t) = , a,b R 1
dO= | &)

Das Phasenportrait hangt von der Lage der Eigenwerte auf der reellen Achse
ab. Gilt Ap < 0, so spricht man von einem Sattel. Es gibt je eine Richtung - die
Abszisse und die Ordinate — in denen die Lésungen fur t — oo respektive t - —oo
gegen den Gleichgewichtspunkt O konvergieren. Alle anderen Losungen sind

unbeschrénkt. In allgemeinen Koordinaten gilt daher folgender Satz.

Sattel Hat A reelle Eigenwerte g < 0 < A, so konvergieren die Losungen
im p-Eigenraum fur t - oo und im A-Eigenraum fur t - —oo gegen
den Gleichgewichtspunkt 0. Alle anderen Lésungen sind fir t - Zoo
unbeschrankt. [

Sind beide Eigenwerte negativ, so spricht man von einem stabilen Knoten.
Alle Lésungen konvergieren fir t — oo gegen den Gleichgewichtspunkt 0, wobei
flir p < A < 0 alle Lésungen au3erhalb des p-Eigenraumes tangential zum A-
Eigenraum gegen den Gleichgewichtspunkt konvergieren. Dies ist auch das Bild
in allgemeinen Koordinaten.

16.12



16.3 — Zweidimensionale lineare Systeme 443

Abb 1 Sattelpunkt in angepassten und allgemeinen Koordinaten

AN

\

Stabiler Knoten Hat A die reellen Eigenwerte p < A < 0, so konvergieren
alle Losungen fur t - oo gegen den Gleichgewichtspunkt O, wobei au-
Rerhalb des p-Eigenraumes alle Losungen tangential zum A-Eigenraum
konvergieren. [ 1

Sind beide Eigenwerte positiv, so spricht man von einem instabilen Knoten. Es
gelten analoge Konvergenzaussagen, wenn man t - —oo statt t - oo betrachtet.
Der Fall p <0 = A ist in Abbildung 3 skizziert.

= Doppelte Eigenwerte

Diesen Fall nennt man entartet. Man sieht dem Operator sofort an, ob er
diagonalisierbar ist oder nicht.

Abb 2 Stabiler Knoten in angepassten und allgemeinen Koordinaten

16.13



444 16 — Lineare Differenzialgleichungen

Abb 3 Eigenwerte p <0 = A

Lemma Sei A ein zweidimensionaler Operator mit doppelten Eigenwert. Ist A
diagonalisierbar, so hat A in jeder Basis Diagonalgestalt. [

mmn In diesem Fall existiert ein T mit
TIAT = AL

Dann ist aber auch A =TAIT™1 = ATT~1 = Al. Mit anderen Worten, A ist ein
Vielfaches der Identitat, und diese hat Diagonalgestalt in jeder Basis. [l

A ist ein Diagonaloperator  FUr A < 0 spricht man von einem entarteten
stabilen Knoten. Alle Losungen konvergieren gegen den Gleichgewichtspunkt 0,
und samtliche Lésungskurven sind Geraden - siehe Abbildung 4. Entsprechendes
gilt fir A > 0, dem entarteten instabilen Knoten.

A ist ein Jordanblock  In geeigneten Koordinaten ist

1 [ 1 [

Al 01
A= = Al +N, N =

0O A 00

Da | und N kommutieren und N2 verschwindet, ist

Abb 4 Entarteter stabiler Knoten, diagonalisierbar

16.14
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Abb 5 Entarteter stabiler Knoten, nicht diagonalisierbar

T
t
At — At ANt — At — At
et =eMeMt=eMU+Nt)=¢e
( ) 01
Die allgemeine Lésung ist damit
1 b
a+ bt
é@m=e* = 7, ablR @
Alle Lésungskurven sind dabei im Gleichgewichtspunkt tangential an die Abszisse,
also den eindimensionalen Eigenraum des doppelten Eigenwerts. Man spricht

ebenfalls von einem entarteten Knoten — siehe Abbildung 5.

Entarteter stabiler Knoten Hat A doppelte reelle Eigenwerte A < 0 und
Diagonalgestalt, so konvergieren alle Lésungen fir t - oo aus allen
Richtungen geradlinig gegen den Gleichgewichtspunkt 0. Hat A dagegen
keine Diagonalgestalt, so konvergieren diese tangential zum eindimensio-
nalen A-Eigenraum gegen den Gleichgewichtspunkt 0. — Flir A > 0 gilt
Entsprechendes fur t - —co. [

Der Fall eines nichtdiagonalisierbaren Operators mit doppeltem Eigenwert O
ist in Abbildung 6 skizziert.
Die verschiedenen Knoten kann man somit geometrisch anhand der Anzahl
der asymptotischen Richtungen ihrer Losungskurven unterscheiden. Diese ist
2 fur AZE U,
) far A=, A=A,
1 fur  A=p, AZAL

Die Anzahl 2 gilt im Prinzip auch fur den Sattel, nur dass hier fast alle Losungen
weder fur t — oo noch fur t - —oco konvergieren.

16.15
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446 16 — Lineare Differenzialgleichungen

Abb 6 Entarteter Knoten mit Eigenwert O

= Komplexe Eigenwerte

Ein zweidimensionaler reeller Operator mit nicht-reellen Eigenwerten kann
in folgende reelle Normalform gebracht werden.

7 Lemma Hat der Operator A komplex konjugierte Eigenwerte a + iw, so
erhalt A in geeigneten Koordinaten die Gestalt

—1 1 —1 1
a —w 0 -1

N= =al +wJd, J= . —1
w a 1 0

i Zum Eigenwert o + iw existiert ein Eigenvektor v + iu, so dass
A(v +iu) = (a+ iw)(v + iu) = (av — wu) + i(wv + au).
Somit ist

Au = au + wv,

Av = —wu + av.

Fur die Matrix T = [u, v] mit den Spalten u und v gilt somit

—1 —1 3 —1

a —w a —w
AT =A[u,v] = [u,Vv] =T

w a w o

In der reellen Basis (u,Vv) erhélt A daher die angegebene Gestalt. [

Lemma Fdr die Matrix A des vorangehenden Lemmas gilt

(- _ (-
coswt —sinwt

eM=eM S
sinwt coswt

[ Es jst e\t = g@It+wit = g0t et nd die Behauptung folgt mit 4.9

1 B
It cost —sint
e’ = ) . [T
sint cost
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Abb 7 Stabiler Strudel in angepassten und allgemeinen Koordinaten

Die Abbildung et beschreibt eine Streckung um den Faktor e®t und eine
Drehung um den Winkel wt. Es handelt sich also um eine Drehstreckung. Diese
beiden Operationen kommutieren, so dass auf deren Reihenfolge nicht ankommt.
Das Phasenportrait ist ein Strudel oder ein Zentrum.

Strudel und Zentrum Hat A nichtreelle Eigenwerte o =+ iw, so ist die 1-
Parametergruppe e”! eine Familie von Drehstreckungen mit dem Faktor
e und dem Winkel wt. Man spricht von einem Zentrum, falls a = 0,
und einem stabilen respektive instabilen Strudel, falls a < 0 respektive
a>0. [ 1

In einem stabilen Strudel konvergieren alle L6sungen gegen den Gleichge-
wichtspunkt, ohne eine asymptotische Richtung einzunehmen. Dies unterscheidet
ihn vom stabilen Knoten.

Das Zentrum ist unter den zweidimensionalen linearen Systemen das ein-
zige mit nichttrivialen periodischen L6ésungen. Auf3erdem haben alle Lésungen
dieselbe Periode T = 21 /w. Dies ist charakteristisch fir lineare Systeme. In
nichtlinearen Systemen wie dem mathematischen Pendel variiert dagegen die
Periode periodischer L6sungen mit deren Amplitude.

Abb 8 Zentrum in angepassten und allgemeinen Koordinaten
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= Klassifikation zweidimensionaler Systeme

Wir klassifizieren die zweidimensionalen Systeme anhand ihrer Determinan-
te und Spur. Das charakteristische Polynom eines zweidimensionalen Operators
A ist

p(A) = A2 —sA+d, s=spA, d=detA,
wie man anhand einer beliebigen Matrixdarstellung verifiziert. Seine Eigenwerte
sind somit
v__
s+ s2—4d
—

Dies fuhrt zu folgender Fallunterscheidung.
Determinante negativ: Dann sind beide Eigenwerte reell mit verschiedenen
Vorzeichen, und es liegt ein Sattel vor:

)\iz

detA <0 [Sattel.
Determinate nicht negativ: . Hier entscheidet die Diskriminante A =s2 —4d:

A >0 [Kihoten,
A =0 [edtarteter Knoten,
A <0 [Sifudel oder Zentrum.

Aulerdem bestimmt das Vorzeichen der Spur von A die Stabilitat:
spA <0 [sthbil,
spA >0 [inktabil.

Abbildung 9 zeigt diese Falle in einem Spur-Determinante-Diagramm, zu-
sammen mit der zugehdérigen Konfiguration der beiden Eigenwerte. Die Kurve

A=0 [dEs?/4

ist eine Parabel, die Knoten und Sattel von Strudeln und Zentren trennt. Sie ist
der Ort der entarteten Knoten, wobei deren Typ - diagonalisierbar oder nicht —
nicht von Spur und Determinante ablesbar ist.
Die Félle
detA=0 [Akingular,
A =0 [ddppelte Eigenwerte,
spA =0 [Fluss flachentreu

sind suntypisch< und treten in einem »allgemeinen< System nicht auf.
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Abb 9 Spur-Determinante-Diagramm

detA A<O

[} A=>0
Zentrum
stabiler instabiler
Strudel Strudel
L 2 L 2
stabiler instabiler
Knoten Knoten
L L { S
SpA
® L2 L L 2
L 2 L
Sattel Sattel

Sattel

= Der harmonische Oszillator mit Dampfung

Als Beispiel betrachten wir den harmonischen Oszillator mit Dampfung. Er
wird durch die Gleichung

Ui = —w?u—pl

beschrieben. Hierbei ist w > 0 die Frequenz des ungedampften Oszillators
und p [COlder Reibungskoe [zieht der Dampfung. Diese ist proportional zur
Geschwindigkeit U und wirkt dieser entgegengesetzt.

Setzen wir

so ist die Gleichung aquivalent zum System

—1 1
0 1
X = AX, A= 2
—w? —p
Es ist also

d=w?>0, s=—p (O] A=p?—4w?.

Insbesondere ist A = 0 genau dann, wenn p = 2w.

16.19
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Abb 10
det
Die Familie A(p)

A(P)

—2w sp

Betrachten wir die Frequenz w als fest und den Reibungskoe [ziehten p
als Parameter, so erhalten wir eine Familie von Operatoren A = A(p), die im
Spur-Determinante-Diagramm eine horizontale Halbgerade beschreiben, die die
Parabel A =0 im Punkt (—2w, w) schneidet und im Punkt (0, w) endet. Dabei
treten vier Falle auf.

Stabiler Knoten fur p > 2w  Fast alle Losungen konvergieren gegen die
Gleichgewichtslage in der Richtung des Eigenraumes des groReren der beiden
negativen Eigenwerte, wobei sie héchstens einmal die Richtung wechseln - siehe
Abbildung 11 links.

Entarteter stabiler Knoten fir p = 2.0 Da A kein Diagonaloperator ist,
konvergieren alle Losungen in der Richtung des eindimensionalen Eigenraumes
von A gegen 0. Dieser wird von dem Vektor (1,—1)~Aufgespannt — siehe
Abbildung 11 rechts.

Stabiler Strudel fir 0 <p <2w Man spricht von gedampften Schwingun-
gen. Der Oszillator schwingt mit immer kleineren Ausschlagen unendlich oft um
die Gleichgewichtslage. Abbildung 12 links zeigt Losungen fur verschiedene p.

Abb 11 Stark gedampfter Oszillator: stabiler und entarteter Knoten
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Abb 12 Gedampfte und ungedampfte Schwingungen: Strudel und Zentrum

Zentrum far p = 0 Man spricht von ungedampften Schwingungen. Al-
le Losungen sind periodisch mit Frequenz w und Periode T = 21t/w. Siehe
Abbildung 12 rechts.

Im Fall der gedampften Schwingung sind die Eigenwerte o = i mit
—j
o=-—p/2, U= w?2—p2/4.

Far die Auslenkung u des Oszillators erhalt man
u(t) = ae® cospt + be® sinput = re® cos(ut + 1)
mit

r2=a?+b?, COST = 515
Man nennt p die reduzierte Frequenz des gedampften Oszillators. Fur die zuge-
hoérige Periode gilt
1
op B p 20,

_TH%I, pl:(')]
w

T

16.4
Fundamentallésungen

Etwas allgemeiner und flexibler als das Exponenzial et ist der Begri Cder
Fundamentalldsung - vor allem im Hinblick auf das manuelle Lésen von Di [erkn-
zialgleichungen. Der Vektorraum V habe im Folgenden endliche Dimension.
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Definition Sei n = dimV . Dann heif3t jedes System ¢3i,..,$, von n linear
unabhangigen Losungen von X = Ax eine Fundamentallosung dieser Di [e-1
renzialgleichung. [

Dabei genligt es zu verlangen, dass diese Losungen nur in einem Zeitpunkt
linear unabhéangig sind:

Lemma Sind die Lésungen &1, .., dn von X = Ax zu einem Zeitpunkt to
linear unabhangig, so sind sie es auch zu jedem anderem Zeitpunkt t. [ 1

i Sind die ¢, .., dn bei tg linear abhangig, so verschwindet dort eine
nichttriviale Linearkombination aus ihnen. Diese stellt eine Losung von x = Ax
mit Wert 0 bei tp dar. Aufgrund der Eindeutigkeit aller Losungen ist diese
identisch 0. Also sind die ¢4, .., dn zu jedem Zeitpunkt t linear abhéangig.

Satz Jede Lésung von X = AX ist Linearkombination der Lésungen eines
Fundamentalsystems &1, ..,bn. [

i Jede Losung ¢ ist eindeutig durch ihren Anfangswert bei t = 0 be-
stimmt. Dieser lasst sich als Linearkombination aus ¢1(0), .., $,(0) darstellen:

¢(0) =a1¢$1(0) +.. +andn(0).

Aus Eindeutigkeitsgrinden gilt dann auch ¢ (t) = a1 p1(t) +.. + anPn(t) zu
jedem anderen Zeitpunkt t. (Il

Kandidaten fir eine Fundamentallésung von X = Ax findet man mithilfe der
Eigenvektoren von A. Das folgende Lemma gilt im Reellen wie im Komplexen.
Der Beweis ist eine einzeilige Rechnung.

Lemma Ist v Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so ist

velt

eine Losung der linearen Di Lerknzialgleichung x = Ax. [ 1

Geometrisch betrachtet spannt der Eigenvektor v einen unter A invarianten
Unterraum auf, in dem sich A auf eine Multiplikation mit A und die Di Cerkn-
zialgleichung auf x = Ax reduziert. Ist A reell, so ist dies ein eindimensionaler
reeller Unterraum.

Besitzt A reelle, linear unabhéngige Eigenvektoren vq, .., vy zu reellen, nicht
notwendig verschiedenen Eigenwerten Ay, .., Am, SO erhalt man entsprechend m
linear unabhéangige Lésungen von X = Ax. — Betrachten wir nun den Fall eines
komplexen Eigenwertes.
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Lemma Besitzt A den komplexen Eigenwert A = a + iw mit Eigenvektor
W =V + iu, so bilden die zwei Spalten von

1 1
a —w
[u,v] e, A= ,
w o
also
(ucos wt + v sin wt)et, (v cos wt — usin wt)e®,

zwei linear unabhangige Losungen von X = Ax. [ 1
i Wie im zweidimensionalen Fall 7 gilt
A(v +iu) = (a+iw)(v +iu) = (av — wu) + i(wv + au)

und somit Au = au + wVv und Av = —wu + av. Fur die Matrix T = [u,Vv] mit
den zwei Spalten u und v gilt somit die Identitat

AT =TA,
Daraus folgt,
(TeM)y =TAeM = AT,

und TeM st eine Matrixlésung der Di [erenzialgleichung. Die Vektoren u und v
sind linear unabhangig, da es andernfalls auch einen reellen Eigenvektor zu A
gabe und damit A selbst reell wére.

Die Vektoren u und v spannen einen unter A invarianten, zweidimensio-
nalen Unterraum von V auf, auf dem A die Matrixdarstellung A erhélt. Dieser
Unterraum wird also von einem Strudel oder Zentrum ausgefullt, je nachdem, ob
o #0 oder a=0.

Der zu A konjugierte Eigenwert a — iw mit Eigenvektor v — iu definiert
ubrigens denselben Unterraum und dieselbe Dynamik, allerdings mit entgegenge-
setzter Orientierung.

Genau wie ein komplexer Eigenwert wird der Fall eines reellen Eigenwertes
mit Jordanblock behandelt. Wir betrachten hier nur den einfachsten Fall.

Lemma Besitzt A den reellen Eigenwert A nit Eigenvektor v und Nebenvek-
tor w, so bilden die zwei Spalten von

1 [
[v,w]e L= Al
t t - A t
also
eMy, eM(w +tv),

zwei linear unabhangige Lésungen von x = Ax. [ 1]
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i Gemal Annahme gilt

Av = Av,

Aw = Aw + V.

Fur die n < 2-Matrix T = [v,w] und L wie im Lemma gilt also
AT =TL.

Somit ist Te!t eine Matrixlésung der Di [erenzialgleichung, denn
(Tet)y =TAet = ATeM.

Die Vektoren v und w sind linear unabhangig, denn wir verlangen ja, dass w
ein Nebenvektor ist. [

[_Hrstes Beispiel Betrachte X = Ax mit

1 1
0 O

A=z 2 H
13 2

Die Eigenwerte sind 1 und 2 + 3i, Eigenvektoren sind beispielsweise
w = (—10,3,1),
v +iu=(0,-i,1) =(0,0,1) +i(0,—1,0).

Ein Fundamentalsystem ist demnach

wet, (ucos 3t + v sin 3t)e?t, (v cos 3t — usin 3t)e?t.

In der reellen Basis w, v, u erhalt A durch

1 1
=10 0 O
x=Ty, T= -10 %
1 0 1
die Blockdiagonalgestalt
1 1
TTAT =B = %2 -3 %
3 2

und es ist
1

1
t
eBt = % e?tcos3t —e?'sin3t % (Tmm |

e?tsin3t e?'cos3t
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I Hweites Beispiel Betrachte x = Ax mit
1 1
1
==
2

Die Matrix A bereits in Jordanscher Normalform. Die Eigenwerte sind A\; =1 mit
Eigenvektor vi1 = e; und Nebenvektor v, = e, sowie A = 3 =2 mit Eigenvektor
v3 = e3. Ein Fundamentalsystem ist demnach

erel, (ex+tep)el, eze?.

16.5
Diagonalisierbare Gleichungen

Wir betrachten nun X = Ax in einem Vektorraum beliebiger endlicher Di-
mension. Am einfachsten ist die Situation, wenn A in einer geeigneten Basis
Diagonalgestalt annimmt, oder, wie man sagt, im Reellen diagonalisert werden
kann.

Satz aus der linearen Algebra  Sind alle Eigenwerte von A [CI{V) reell und
einfach, so besitzt der Vektorraum V eine Basis aus Eigenvektoren von A.
In dieser nimmt A Diagonalgestalt an. Dasselbe gilt, wenn A normal
bezuglich eines Skalarproduktes ist. [ 1

Ist v1,..,Vvy eine Basis aus Eigenvektoren von A zu den reellen Eigenwerten
A1, .., An, SO bilden die Kurven

() =wvee™t, 1 CKICn)

ein Fundamentalsystem von Ldsungen. Da sich jede andere Losung daraus linear
kombinieren lasst g, erhalten wir folgenden

Satz Besitzt V eine Basis aus reellen Eigenvektoren vy, ..,v, von A mit
Eigenwerten A1, .., An, so ist die allgemeine Losung von X = AXx eine
Lienarkombination der Lésungen

vieMt, 1K [

Die allgemeine Losung ist somit die Uberlagerung von n Exponenziallésun-
gen in den durch die einzelnen Eigenvektoren aufgespannten eindimensionalen
invarianten Unterrdumen. Dies wird auch als Superpositionsprinzip bezeichnet.
Beispiele sind der Sattel und die Knoten aus Abschnitt 3.

16.25



456

14

16 — Lineare Differenzialgleichungen

Bemerkung Unter den Voraussetzungen des Satzes existiert auch eine
Koordinatentransformation T, so dass

T™AT =D = diag(A1, .., An).

Wegen AT = TD bestehen die Spalten der Matrixdarstellung von T aus den
Eigenvektoren von A. Die allgemeine Losung von X = Ax ist damit

d@)=TePlc, c=(cy,...cn) R
Dies ist nur eine andere Schreibweise fur (??). [1
Satz aus der linearen Algebra Sind alle Eigenwerte
A, oA, O £ 1Wr41, .., 0m £ 10Om

von A einfach mit Eigenvektoren vy respektive wy = vi + iuk, so bilden
die Vektoren

Vi,..yVr, Ur+1,Vr+1, .., Um, Vm

eine reelle Basis des Vektorraums V. In dieser erhalt der Operator die
Blockdiagonalgestalt

A =diagAs, .., Ars Arats oo, Am)

mit
1 1
Ak —Wk
N = , r <k Cm.
Wk Ok

Dasselbe gilt, wenn A normal beziglich eines Skalarproduktes ist. [

Bilden wir zu den reellen Eigenvektoren die Exponenzialldsungen und zu
den komplexen die L6sungen des Lemmas 11, SO gelangen wir wieder zu einem
Fundamentalsystem fur X = Ax. Das Ergebnis ist folgender

Satz Ist A im Komplexen diagonalisierbar mit Eigenwerten
AL, o0 Ar, Or+1 £ iWr+1, .., Om £ 1M

und Eigenvektoren vy respektive wyg = vy = iuy, so ist die allgemeine
Lésung von X = Ax eine Linearkombination der Lésungen

vke}‘ktvk, 1 CKICr)]

sowie
Vi €%t cos it — Uy €% sin wt,
Vi €% sin oot + Uy €%kt cos wit,

frr+1 CKACmM. 1
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Die allgemeine Lésung ist damit die ungestorte Uberlagerung der Exponenzi-
allésungen zu den reellen Eigenwerten, und der Strudel- oder Zentrumslésungen
zu Paaren komplexer Eigenwerte. Damit lassen sich qualitativ die Loésungen fast
aller drei- und vierdimensionalen linearen Di Lerenzialgleichungen beschreiben.

= Kleine Schwingungen

Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt [=] - C_Ein symmetrischer Operator
Q [I{V) definiert eine quadratische Form U auf V durch

Ux) = % [Qx,x[]

Betrachten wir U als Potential eines Kraftfeldes, so beschreiben die newtonschen
Bewegungsgleichungen

X =—gradU = —Qx

die Bewegung eines Masseteilchen im Raum V unter dem Einfluss dieses Potenti-
als. Anschaulich handelt es sich um die reibungsfreie Bewegung einer Massekugel
auf der durch den Graphen von U definierten Flache.

Als symmetrischer Operator besitzt Q nur reelle Eigenwerte. Wir nehmen
aulBerdem an, dass Q regulér ist und damit keinen Eigenwert O besitzt — man
nennt diesen Fall nichtentartet. Wir notieren die Eigenwerte als

—a? [I=b? <0< w?,, [’

mit einem gewissen O 1l Im Fall r =0 ist U positiv definit, im Fall r = n
negativ definit.

Satz Sei Q [I{V) symmetrisch und nichtentartet mit obigen Eigenwerten.
Dann existiert eine orthonormale Basis vy, .., vh aus Eigenvektoren von Q,
so dass die allgemeine Lésung von X = —Qx gegeben ist durch

|

1
dt) =  (ake™ +bge ) vy + ay cos(wxt + by) vk
k=1 K=r+1

mit reellen Koe [ziehten ay, by, 1 CKICnl [

i Aufgrund der Symmetrie von Q besitzt V eine Basis aus reellen ortho-
normalen Eigenvektoren vy, ..,vy, mit Eigenwerten Ay C_1[A}. In dieser Basis
erhélt die quadratische Form die Gestalt

1 I1:lz
Ux) =—- AkXj.-
2 -1
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Wir erhalten n ungekoppelte lineare Di Cerenzialgleichungen zweiter Ordnung
Xk = —AkXk, 1 CKI[Cnl
Die allgemeine Losung von X = —AX ist nun

1
[g&at 4 peat fur A=—-a?2<0,

x(t) =
I__erl(:os(oot +b) fur A=w?>0,

mit reellen Koe [Ziehten a, b, wie man sofort verifiziert . Kombiniert mit den
Basisvektoren erhélt ¢ dann die angegebene Gestalt. 1L

Korollar Ist Q symmetrisch und positiv definit mit Eigenwerten oof, ., W2,
so ist die allgemeine Losung von X = —Qx die ungestorte Uberlagerung
von n Schwingungen in n paarweise orthogonalen Richtungen mit den
Frequenzen w;q,..,wn. [ 1

Man nennt die einzelnen Schwingungen auch die Haupt- oder Eigenschwin-
gungen des Systems, und die wy ihre Eigenfrequenzen.

Bemerkung Der Bezeichnung >kleine Schwingungen< stammt aus der klas-
sischen Mechanik. Betrachte dazu die newtonschen Bewegungsgleichungen

X =—grad U (x)

fur ein beliebiges Potential U. Einem kritischen Punkt von U entspricht ein
Gleichgewichtspunkt dieser Di Cerknzialgleichung. Legen wir diesen Punkt in den
Ursprung und ignorieren eine irrelevante additive Konstante, so ist

U(x) = % Qx,x=F U(x)

mit der Hessischen Q von U und Termen héherer Ordnung U.

In einer hinreichend kleinen Umgebung von 0 kénnen wir U als kleine Sto-
rung des quadratischen Terms au [asken und in erster Naherung vernachl&assigen.
Ist Q positiv definit, so beschreibt dieses System also in erster Naherung kleine
Schwingungen um den Gleichgewichtspunkt. Diese betrachten wir noch genauer
in Abschnitt 7.

Den Term U bewirkt nun eine schwache, nichtlineare Kopplung dieser
Schwingungen. Die Stdrungstheorie solcher Systeme ist allerdings sehr kom-
pliziert, da eine solche Kopplung zu Resonanzen und dem E [ekit sogenannter
>Kleiner Nenner< fuhrt. [

L Fir A =0 ist x(t) = at + b, doch diesen Fall hatten wir ja ausgeschlossen.
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16.6
Allgemeine Gleichungen

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall eines nicht diagonalisierbaren Ope-
rators A. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass A im Komplexen in eine
Blockdiagonalgestalt diag (J1, ..,Jm) gebracht werden kann, die auf der Diago-
nalen aus elementaren Jordanbldcken besteht. Die Gestalt dieser jordanschen
Normalform ist dabei bis auf die Anordnung der einzelnen Jordanblécke eindeu-
tig. FUr unsere Zwecke ist diese Normalform allerdings zu detailliert. Es reicht
die Existenz einer Zerlegung eines beliebigen Operators in einen halbeinfachen
und einen nilpotenten Anteil.

Satz uber die SN-Zerlegung Jeder Operator A [CL{V) besitzt im Komplexen
eine eindeutige Zerlegung in zwei Operatoren A = S + N mit folgenden
Eigenschaften:

(i) S istim Komplexen diagonalisierbar,
(i) N ist nilpotent, und
(ifi) S und N kommutieren: SN =NS. [ 1

Wir geben hier nur eine Skizze des Beweises. Ausgangspunkt ist der folgen-
de Spektralzerlegungssatz. Dabei heil3t eine Teilmenge von C invariant unter
komplexer Konjugation, wenn sie mit jedem Element auch dessen komplex Kon-
jugiertes enthalt.

Reeller Spektralzerlegungssatz Sei o = o1 10 a}, eine Zerlegung des
Spektrums o von A [CI{V) in disjunkte, unter komplexer Konjugation
invariante Teilmengen. Dann existiert eine unter A invariante Zerlegung
V =V; 10V, des Vektorraumes V derart, dass

o (A|Vk) = ok, 1 CKICm.

Dabei ist die Dimension von Vi gleich der Summe der Vielfachheiten der
in oy enthaltenen Eigenwerte. Bezuglich dieser Zerlegung besitzt A die
Blockdiagonalgestalt

A =diag(A1, .., Am) (3)
mit Ay CAl| Vi fur 1 CkKICm. [

i Beweisskizze zur SN-Zerlegung Der Einfachheit halber seien alle Ei-
genwerte von A reell. Andernfalls betrachtet man zuerst A auf der Komplexifi-
zierung von V und leitet aus der entsprechenden komplexen SN-Zerlegung die
behauptete reelle Zerlegung ab. Die Details findet man zum Beispiel in Hirsch-
Smale, Kapitel 6.
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Seien Aj, .., Ar die verschiedenen reellen Eigenwerte von A. Dann 15 existiert
eine Zerlegung V = V31 C_1[V] derart, dass

o (Ax) = {A3, Ax Al Vy, k=1,.,r.

Wir setzen dann
Sk AL, Nk CAk — Sk.

Dann ist Sk halbeinfach und Ax = Sk + Nk. Ferner ist Nk nilpotent, da
0 (Nk) = o (Ax — Akl) = {0}.

Mit S =S; CACSd und N = N;p 1[N}, erhalten wir dann eine SN-Zerlegung
von A mit den gewlinschten Eigenschaften.

Bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Da S und N mit A =S+ N kommutieren,
sind die Unterraume Vi auch unter S und N invariant. Also gilt

Sk CS1Vk: Vi - Vi, Nk CNI| Vg : Vg - Vi,

sowie Ak = Sk + Nk. Wir behaupten, dass Sk auf Vi identisch ist mit S,(E'II[I.
Setzen wir dazu N= Ax — S so ist S. % N= Ay = Sk + Nk und damit

Sk — S = N- Ny

Hierbei ist Sk — S halbeinfach, da jede Ahnlichkeitstransformation S/'= Al
unverandert lasst. Ferner ist N -'nilpotent, da das Spektrum von N, nur die 0
enthalt. SchlieBlich kommutieren Nk und NE da Ng mit Ax und der Identitat
kommutiert. Aus der binomischen Formel fur (NkD— Nk)™ mit m hinreichend
grof folgt, dass dann auch NkD— Nk nilpotent ist.

Also ist S — SkE'haIbeinfach und nilpotent. Diese Eigenschaft hat aber nur
der Nulloperator. Es ist also Sk = SkE,' und weiter Nk'j: Nk . Da dies fur jedes k
gilt, ist die Eindeutigkeit der SN-Zerlegung gezeigt. [

Bemerkung Die jordansche Normalform geht Uber die SN-Zerlegung hin-
aus, indem sie noch eine Aussage tber die Normalform nilpotenter Operatoren
macht. [

Lemma Ist A=S + N eine SN-Zerlegung von A mit N™*1 =0, so gilt

- =
e =¢eS 1+N+..+WNrn S

mm Da S und N kommutieren, gilt e® = eS*N = eSeN . Wegen N™*1 =0
bricht die Exponenzialreihe von eN spatestens nach dem m-ten Term ab. [

Um die Gestalt der allgemeinen Losung von X = Ax zu bestimmen, genigt
es nun, jede Komponente Ax = Sk + N der Zerlegung (3) einzeln zu betrachten.

16.30



16

16.6 — Allgemeine Gleichungen

Bezeichnet vy die Vielfachheit des k-ten Eigenwerts, so ist NI‘(’k = 0. Im reellen
Fall folgt dies aus dim Vi = vy, im komplexen Fall aus der Tatsache, dass Vi aus

der Reellifizierung zweier komplexer Unterraume der Dimension vi entsteht.

Aufgrund des letzten Lemmas treten daher in e nur Polynome vom Grad
kleiner v auf.

Wir formulieren den reellen und komplexen Fall wieder getrennt. Ein Quasi-
polynom ist ein Produkt aus einer Exponenzialfunktion und einem Polynom.

Reeller Fall Der Operator A [CL{V) habe nur reelle Eigenwerte A1, ..,Am mit
Vielfachheiten v1,..,vm. Dann ist in einer beliebigen Basis jede Komponen-
te einer Lésung von X = Ax eine Linearkombination aus Quasipolynomen

pr(t)ert, 1 CKICm,

wobei grad px < vk fur alle k. 1

Bemerkungen a. Sind alle Eigenwerte einfach, so ist vy = 1 fur alle k.

Somit ist k = n, alle Polynome pk sind konstant, und wir erhalten wieder den
Satz fur einfache reelle Eigenwerte 13.

b. Der maximale Grad von pkx kann kleiner als vk — 1 sein. Dies hangt von
der Jordanschen Normalform von A ab. Beispielsweise sind alle px konstant
genau dann, wenn A halbeinfach ist. [—1

Allgemeiner Fall Der Operator A [I{V) habe die Eigenwerte
AL, .o, Ar, Op41 £ 141, .., 0m £ iy

mit Vielfachheiten v1, ..,vy . Dann ist in einer beliebigen Basis jede Kom-
ponente einer Lésung von X = Ax eine Linearkombination aus den Quasi-
polynomen

pr(t)eM, 1 CKICT]
und den Funktionen

pk(t)e™ cos wit, q(t)e® ! sin wyt, r <k Cm,
wobei grad pg, grad gk < vi furalle k. 1

Man beachte, dass im Unterschied zu den Ergebnissen fur halbeinfache
Operatoren nicht jede Linearkombination aus den genannten Funktionen eine
Ldsung darstellt.
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16 — Lineare Differenzialgleichungen

= Schlussfolgerungen

Satz  Das Spektrum von A liegt in der linken komplexen Halbebene genau
dann, wenn

tIim P()=0
fur jede Lésung ¢ von X =Ax. [ 1]

M C_FGr ein Produkt r aus einem Polynom und einer trigonometrischen
Funktion und a < 0 gilt

lim e“tr(t) = 0.
Da jede Komponente einer Lésung ¢ von x = Ax aufgrund des letzten Sat-
zes aus einer Linearkombination solcher Funktionen besteht, gilt daher auch
lim;_. ¢p(t) =0.
[1Dies zeigen wir indirekt. Existiert wenigstens ein reeller oder komplexer
Eigenwert A = a + iw mit o 0] so existiert dazu auch wenigstens ein reeller
oder komplexer Eigenvektor v und damit eine reelle oder komplexe Losung

¢ (1) = eMv dieser Di Lerenzialgleichung. Ihr Real- oder Imaginérteil liefert eine
reelle Lésung ¢, die fiir t - oo nicht gegen Null konvergiert.

Satz  Das Spektrum von A liegt in der rechten komplexen Halbebene genau
dann, wenn

lim ()] =

fur jede Losung ¢ von x = Ax auller der Gleichgewichtslésung. Es liegt
auf der imaginaren Achse genau dann, wenn

.1 _
Jim L logle ()] =0
far jede Losung ¢ von x = Ax auller der Gleichgewichtslosung. [

i Dies sei als Ubung tiberlassen.
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