17

Gewohnliche
Di Lerkenzialgleichungen

Wir betrachten nun allgemeine gewothnliche Di Cerknzialgleichungen erster
Ordnung in endlich-dimensionalen R&umen von der Form

X =V(X).

Anders als im Fall linearer Di Lerknzialgleichungen gibt es hier in den meisten Fal-
len keine Darstellung von Losungen mittels eines Exponenzials oder Ahnlichem,
und sogar ihre Existenz oder Eindeutigkeit sind meist nicht evident.

Man ben6tigt daher allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitssatze. Fur die
Existenz reicht schon die Stetigkeit der rechten Seite, und fur die Eindeutigkeit
deren lokale Lipschitzstetigkeit. Diese zieht dann auch die stetige Abhangigkeit
der Losungen von den Anfangswerten nach sich.

Eine Konsequenz der Existenz und Eindeutigkeit ist die Flusseigenschaft.
Fasst man alle Lésungen zu einer Familie von Zeit-t-Abbildungen ®! zusammen,
so gilt

% =id, @St =0S-ot

Dies ist die Verallgemeinerung der entsprechenden Eigenschaften der Familie der
Zeit-t-Abbildungen e”t fiir lineare Di [erknzialgleichungen.
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17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

17.1
Vektorfelder und Di Lerknzialgleichungen

Definition Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Ein Vektorfeld auf
einem Gebiet Q [Vlist eine Abbildung

v: Q -5V, x ). 1

Ein Vektorfeld weist also jeden Punkt x im Definitionsbereich Q [CVleinen
Vektor v(x) in demselben Vektorraum V zu. Daher definiert ein solches Feld
eine gewohnliche Di Cerknzialgleichung auf Q.

Definition Ist v: Q - V ein Vektorfeld auf einem Gebiet Q [V so heil3t
X =v(X), x Q] 1)

eine gewohnliche, autonome Di Lerknzialgleichung erster Ordnung auf Q.
Eine Losung dieser Di Cerknzialgleichung ist eine stetig di Lerenzierbare Kurve
¢d: 1 - Q derart, dass

¢ =v(P(), tCLI 1]

Der Geschwindigkeitsvektor einer Losung ¢ stimmt also in jedem Punkt mit
dem dortigen Vektor des Vektorfeldes v Uberein. Die Menge Q selbst bezeichnet
man in diesem Zusammenhang auch als Phasen- oder Konfigurationsraum der
Di Cerknzialgleichung.

Bemerkungen a. Jede dilerknzierbare Losung ist auch stetig di Lerknzier-
bar, da die Ableitung ja die Di Lerknzialgleichung erfillt.

b. Die DiLerenzialgleichung (1) hei3t gewodhnlich, da ihre L6sungen ¢ Funk-
tionen einer Variable t sind, die Ublicherweise als Zeit interpretiert wird. Auf
der anderen Seite stehen die partiellen Di Lerenzialgleichungen, die Funktionen
mehrerer Variablen und deren partielle Ableitungen betre [en. Sie heif3t von erster

Abb 1 Zwei Vektorfelder und zwei Losungskurven

17.2 20.07.2021 — 11:46



171 — Vektorfelder und Differenzialgleichungen

Abb 2

Eine skalare Funktion
interpretiert als
Vektorfeld

—_— > e« — « ¢ > —>

Ordnung, da nur die erste Ableitung nach t involviert ist. Und sie hei3t autonom,
da das Vektorfeld v nicht explizit von t abhangt.
c. Im Standardfall des R" ist (1) 4quivalent zu einem System

X1 = V1(X1, .-, Xn),
X2 = V2(X1, .-, Xn),
Xn = Vn(X1, .., Xn),
von n im Allgemeinen gekoppelten, nichtlinearen Di Lerknzialgleichungen. [

II"a. Jede reelle Funktion f: R & R definiert eine skalare Di Lerknzialglei-
chung x = f(x) auf ihrem Definitionsbereich app2. Das Polynom f(x) = x? zum
Beispiel definiert die Di [Cerknzialgleichung

X = X2, x [CRI

lhre allgemeine Lésung ist gegeben durch

o) =

1—at
mit a [CRlund at # 1 - siehe Kapitel 11.

b. Ein linearer Operator A [I{V) definiert ein lineares Vektorfeld auf V,
namlich A: x [CAX. Die zugehorige Di Lerknzialgleichung ist

X = AX, x V1
lhre allgemeine L6sung ist, wie wir gesehen haben, gegeben durch

d(t)=eMxo, xo 1 1

20.07.2021 — 11:46 17.3

477



478 17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

= Weitere Di Lerknzialgleichungen

Wir beschranken uns hier auf autonome Di [erenzialgleichungen erster Ord-
nung. Fur die Frage der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen beispielsweise
ist dies jedoch keine wesentliche Einschrankung, da sich andere Typen von Di [e-1
renzialgleichungen in diese Form bringen lassen. Wir geben drei Beispiele, das
allgemeine Vorgehen ergibt sich daraus.

a. In Kapitel 11 haben wir nichtautonome Di Lerknzialgleichungen
x =f(t,x)

in einer Variablen betrachtet. Fihren wir die Zeit als zusatzliche Koordinate Xg
ein und setzen x1 = X, so ist dies aquivalent zu dem autonomen System
Xo =1,
X1 = (X0, X1).
b. Eine skalare Di Cerknzialgleichung héherer Ordnung wird zu einem Sy-

stem von Di Lerknzialgleichungen erster Ordnung, indem man die héheren Ablei-
tungen als zusatzliche Koordinaten einfuihrt. So ist

X +aX + bx = f(x)

mit X3 = X, X2 = X und x3 = X aquivalent zu dem System
X1 = Xo,
X2 = Xz,

)-(3 = f(Xl) - bX2 — axs.

c. Hangt ein Vektorfeld von Parametern ab, so kann man auch diese als
zusatzliche Koordinaten einfuhren. So ist

x=f(xX,\)
mit X1 = X, X2 = A aquivalent zu dem System

X1 = f(X1,X2),

5(2:0.

Damit werden Satze Uber die Abhangigkeit von Losungen von Parametern auf
solche Uber die Abhangigkeit von Lésungen von Anfangswerten zuruckgefuhrt. (1

17.4



171 — Vektorfelder und Differenzialgleichungen

= Anfangswertprobleme

Bereits die Lésungen von elementaren Di [erenzialgleichungen sind nicht ein-
deutig, solange keine weiteren Daten vorgegeben werden. Dasselbe gilt nattrlich
auch hier. Eindeutigkeit kann man nur fir Anfangswertprobleme erwarten.

Definition Unter einem zu einem Vektorfeld v auf Q gehérenden Anfangswert-
problem - kurz Awp - versteht man das System

X =v(X), X(to) = Xo

mit einem Xo [CQl. Eine lokale Losung des Awps ist eine Lésung ¢ : lp - Q
dieser Di Lerknzialgleichung mit tg CIglund ¢ (tg) =xo. [

Ia. Die Ldsung von x = ax, x(0) = xg auf der reellen Geraden ist
P () = e3txo.
Sie existiert fur alle t Rl

b. Die Ldsung von X = x?, x(0) = Xp ist

) =

Xo
1— Xt

Ist Xg # 0, so ist diese fur t - 1/Xg unbeschrankt und daher nicht fur alle t
definiert. Es gibt also keine globale Lésung.
c. lIst xg ein kritischer Punkt des Vektorfeldes v, das heil3t,

V(Xo) =0,
so besitzt das zugehorige Awp immer die fur alle t erklarte triviale Losung
d (1) = Xo.

Diese wird auch als Gleichgewichtslosung bezeichnet, der Punkt X selbst als
Gleichgewichtspunkt.
d. Das lineare Awp X = AX, X(0) = Xo besitzt die L6sung

P (t) = ePtxo.
Der Nullpunkt ist hier immer ein Gleichgewichtspunkt. 111

Die Wahl des Anfangszeitpunktes tp ist bei autonomen Di Cerknzialgleichun-
gen unerheblich. Denn ist ¢ eine Lésung von X = v(X), so ist auch

d(t —to) = v(P(t —1to)).

Die zeitliche verschobene Kurve ist also ebenfalls eine L6sung, und wir kénnen
erreichen, dass to = 0.

17.5
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Far nichtlineare Anfangswertprobleme lasst sich nur in wenigen Féallen eine
Ldsung explizit angeben. Man kann sogar beweisen, dass Losungen in den meisten
Fallen nicht durch >geschlossene Ausdricke« dargestellt werden kédnnen. Man
beno6tigt daher allgemeine Existenzsatze. Sehr allgemein ist der

Existenzsatz von Peano Ist das Vektorfeld v stetig, so besitzt jedes zugehori-
ge Anfangswertproblem wenigstens eine lokale Lésung. [

Wir benétigen diesen Satz im Folgenden nicht. Daher skizzieren wir einen
Beweis in einer Ubungsaufgabe o.7.

17.2
Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

FUr den allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz benétigen wir einige
technische Hilfsmittel. Wir beginnen mit der Umformulierung des Problems in
eine Integralgleichung. Letztere ist analytisch wesentlich leichter zu handhaben.
Insbesondere kdnnen wir hierauf den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

= Die Integralgleichung

Lemmal Seiv: Q - V ein stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet Q. Dann ist
¢d: 1 - Q eine Lésung des Anfangswertproblems

Xx=v(x), X(0)=xp

genau dann, wenn ¢ stetig ist und die Integralgleichung

vu
d(t) =xo+ . V(dp(s))ds

far alle t CIerfallt. 1
mm Ist ¢ Losung des Awps, so folgt aus dem Hauptsatz 136
d(t) —xo = P(t) — p(0)
Ll Cd
= . d(s)ds = . v(dp(s))ds.

Gilt umgekehrt diese Gleichung fir ein stetiges ¢, so ist wiederum aufgrund des
Hauptsatzes ¢ auch di Lerknzierbar, und es ist

d) =v((Pp(t)), tLCI]
AulRerdem ist o [ensichtlich ¢(0) = xp. D

17.6



172 — Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz 481

s Das Lemma von Gronwall

Dieses Lemma spielt bei der Untersuchung von gewohnlichen Di [erénzial-
gleichungen eine zentrale Rolle.

Lemma von Gronwall Ist u: [0,T] - R stetig und gilt
u(t) Cakb 0u(s)ds, 0 [CIiCT]
mit reellen Konstanten a und b, wobei b [O] so ist
u(t) Cae®, orCHCm [
[ Setze
v(t) Cakb Ou(s)ds, 0 [Tl

Dann ist v stetig di [Cerknzierbar und Dann ist u [/lauf [0,T] - das ist genau
die Annahme —, und v ist stetig di Cerknzierbar. Fur die Ableitung gilt, da b Q]

vi=bu Chy.
Folglich ist
(ve ™ ™)Es (v bv)e P Cm
Die Funktion ve™®t st also monoton fallend auf [0,T] und daher
v(t)e Pt [qt)e ™ %O =v()=a, 0 [CHITl
Somit ist auch u(t) [M{t) CagPt. mm
Im Fall a = 0 erhalten wir folgendes

Korollar Ist u: [0,T] - R stetig und gilt

J
0 Cuft) b1 u(s)ds, O LTI

mit einer reellen Zahl b [CO)soistu=0. [ 1

= Banachscher Fixpunktsatz

Der letzte Hilfssatz ist tatsachlich ein fundamentales und méachtiges Werk-
zeug der Funktionalanalysis.

Banachscher Fixpunktsatz Sei X [Eleine abgeschlossene Teilmenge eines
Banachraums E mit Norm [T st T: X - X eine Kontraktion — das heif3t,

[Tu) - T(v)II@Iu~viLl u,v X1

mit einem O < 1, so besitzt T in X genau einen Fixpunkt. [ 1

17.7
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umm Eindeutigkeit:  Sind p und g zwei Fixpunkte von T in X, so folgt

(p-q[= T{p) — T(q) CI8Ip-qL]

also (1 —6) [plq[I'0lWegen 1 —0 >0 impliziert dies [p—q[= 0. Also ist
der Fixpunkt in X eindeutig.
Existenz: Wahle irgendeinen Punkt xo [Xlund setze

xn = T"(Xo), n 1)

wobei T" die n-fache Anwendung des Operators T bezeichnet. Mit Induktion
folgt x, CX1fur alle n [COlsowie

XA+1 — Xn CAAIX) — Xn— CIAT X3 — %o L1 n COl 73]
FUr m > n [CQlfolgt hieraus
M
Xh —xpn CIC 1 DXde1 — Xk [
k=n

n

 —
1 04 Dd —x0[3 5

k=n

xi — xo 1 3)

Somit bildet (xn) eine Cauchyfolge in X. Aufgrund der Vollstandigkeit von E
besitzt diese Cauchyfolge einen Grenzwert p [E] und aufgrund der Abgeschlos-
senheit von X gehort dieser ebenfalls zu X. Dieser Grenzwert ist ein Fixpunkt
von T, denn (2) ist aquivalent mit

MTXxn) — X, CICBT X — %o L1 n COJ

und mit X, - p und der Stetigkeit von T erhalten wir [T{p) — p = 0. Damit ist
alles gezeigt. [

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes liefert nicht nur die Existenz
des Fixpunktes, sondern gleichzeitig auch ein schnell konvergierendes Konstruk-
tionsverfahren einschlie3lich Fehlerabschatzung.

Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz Jede Folge x, = T"(Xp) mit belie-
bigem Startwert xo [XI konvergiert gegen den eindeutigen Fixpunkt p
von T, und es gilt

en
x4 —p I:":Ilﬁ 3 —xolCd [

i Dies folgt aus (3) mit m - o und Xy —» p. [

17.8



172 — Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz 483

= Eindeutigkeit
Wir wollen nun die Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen des Awps
X =Vv(X), X(0) = Xp

fur lipschitzstetige Vektorfelder v zeigen. Wie so oft, ist die Eindeutigkeit der
leichtere Teil. Daher erledigen wir dies zuerst.

Satz Ist v: V @ V lipschitzstetig, so ist jede Losung des obigen Anfangswert-
problems auf ihrem Existenzintervall eindeutig. [ 1

i Seien @, W zwei auf demselben Intervall | um 0 definierte Lésungen
desselben Awps. Dann erfillen beide die zugehorige Integralgleichung von Lem-
ma | 3, so dass

vu|
(- = 0[V(<I>(S)) —v(W(s)lds, t LI

Fuar t > 0 folgt mit einer Lipschitzkonstanten L fir v die Abschatzung
] ]
b —w)(t) Eﬂiol NM{p(s)) —v(W(s)) Lds [T o (P — W)(s) [ds.

Far die stetige Funktion u(t) = P — P)(t) Cgilt somit
CJd
0 [Cu(t) 11 u(s)ds.
0

Mit dem Korollar zum Lemma von Gronwall 5 folgt
Kp-w)(=E0, t [Th[0,).

FUr t CI"h (—o0,0] gilt Entsprechendes. Also ist ¢ = auf |. I

s EXistenz

Far den Existenzbeweis gehen wir nun davon aus, dass das Vektorfeld v
auf ganz V erklart und gleichméafig lipschitzstetig ist. Dies vermeidet techni-
sche Komplikationen, da Losungen in endlicher Zeit nicht unbeschrankt werden
koénnen. Den allgemeinen Fall fUhren wir spéter auf diesen zurick.

Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz Ist das Vektorfeld v gleichmaRig
lipschitz auf ganz V, so besitzt jedes Anfangswertproblem eine fur alle
Zeiten definierte eindeutige Losung. [ 1

i Wir schreiben das zu 16sende Awp als Integralgleichung fur die Kurve ¢,

also
J
b)) =%+ 0V(¢(S))ds, t R

17.9
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Diese fassen wir als Fixpunktgleichung eines Operators T auf einem geeigneten
Raum E stetiger Kurven auf.
Sei dazu L eine globale Lipschitzkonstante von v und

C -
E= ¢ [CIR,V): LK o

der Raum aller stetigen Kurven ¢ : R - V mit endlicher gewichteter Norm
[ [T SOp Cpi(t) Cer 2t
tRl

Eine Cauchyfolge in diesem Raum konvergiert gleichmafig auf jedem beschrank-
ten t-Intervall |. Daher bildet E mit dieser Norm einen Banachraum 4.1 .
Die Teilmenge aller solcher Kurven mit Anfangswert Xg,

X ={¢ LEL $(0) =x0} LE]

ist abgeschlossen in E. Definieren wir den Operator T auf X durch

vu
(TP)(t) =xo0 + o v(p(s))ds, tL[R

so ist ¢ eine Losung des Awps genau dann, wenn ¢ CXlund T = ¢.

Wir zeigen die Existenz eines solchen Fixpunkts mithilfe des Banachschen
Fixpunktsatzes g . Zwei Dinge sind hierfir zu zeigen.

a. T ist wohldefiniert und bildet X in sich ab O [Cedsichtlich ist Y =Td¢
eine stetige Kurve in V mit @(0) = Xo. Damit Y auch wieder zu X gehort,
mussen wir OQIL_k oo zeigen. — Nun ist

CQat) — xo EHZH—T‘ D¢ (s)) Lk
L1 (DAD(s)) — v(xo) (H IV{xo) Dodis
1 (L () — %o [ D(Xo) Didls.
Ferner ist
[i(s) — Xo LI Td — xo [ &>

Liel
aufgrund der Definition von [=I_lund Le?S ds I__%Iez'-m. Damit erhalten wir
0

[(t) — Xo CIL T — xo [ B2t + t] Dvi(x0) [

Also ist

[l — Xo [ sup O(t) — xo Cel 2t < oo,
t[R1

17.10
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b. T ist eine Kontraktion auf X Seien ¢, Xl Aufgrund der Integral-
gleichung gilt dann

Lid
[T b —TW)(O T WP(S)) —v(W(s)) [ds
1 L Ii(s) — W(s) Lals
el
EEﬁ—ml;lo Le?sds
_ 2L[t]
21— @,
Also ist
[Tk — T (3= sup (0T b — Tw)(®) Cer M 210~ Wi
t[R1

Somitist T: X - X eine Kontraktion mit dem Faktor 1/2.

Schluss Somit ist der Banachsche Fixpunktsatz ¢ anwendbar, und T be-
sitzt einen eindeutigen Fixpunkt ¢ [Xl. Dieser ist die gesuchte Losung des
Awps. Deren Eindeutigkeit hatten wir bereits gezeigt g. [

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert mit seinem Zusatz 7 zugleich ein Ver-
fahren zur Konstruktion eines Fixpunktes von T . Im Zusammenhang mit gewdhn-
lichen Di Cerknzialgleichungen ist dies bekannt als das Iterationsverfahren von
Picard-Lindelof .

Satz von Picard-Lindelof  Sei v ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf V. Dann
ist die eindeutige L6sung des Anfangswertproblems

X =v(X), x(0) = Xo,

der Limes der Folge von Kurven T"xo mit

vu
(TP)(t) =x0 + . v(d(s))ds, t LRI

Diese Folge konvergiert gleichmaRig auf jedem kompakten Zeitintervall
gegen die Losung. [ 1

[ Der Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz 7 sagt aus, dass fiur jeden
beliebigen Startwert ¢o [XlIdie Folge (T"¢o)n oiin der Norm des Banachrau-
mes E gegen den Fixpunkt ¢ [CXlvon T konvergiert. Ein solcher Startwert ist
zum Beispiel die konstante Kurve ¢¢ = Xg, und Konvergenz in der Norm [T_1
impliziert gleichméaRige Konvergenz auf jedem kompakten t-Intervall. m

17.11
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486 17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

[Jedes lineare Vektorfeld
A:V SV, x[CAX

ist global lipschitzstetig. Wenden wir das Picard-Lindel6fsche Iterationsverfahren
auf das zugehdrige Awp an, so erhalten wir ¢o(t) = Xo,

O]
$i1(t) =x0+ Ado(s)ds = xg + Atxo,

1
Po(t) =% + . Ad1(s)ds = xo + Atxg + EAZtZXo,

und allgemein mit Induktion

1
k

én(t) = - Xo.

ko K!

Im Limes erhalt man die Lésung ¢(t) = e”'xg, wobei wir aufgrund des letz-
ten Satzes bereits wissen, dass diese Reihe auf jedem kompakten t-Intervall
gleichmalig konvergiert. 111

= Der nichtautonome Fall

Die Beweise der letzten drei Satze bleiben unverandert gultig, wenn das
Vektorfeld zusatzlich stetig von der Zeit t abhangt. Lipschitzstetigkeit in t ist
nicht erforderlich, wir missen lediglich verlangen, dass die Lipschitzstetigkeit in
der Ortsvariablen x gleichméRig fur alle t gilt.

11 Zusatz Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz g und der Satz von Picard-
Lindeldf 10 gelten ebenfalls fur nichtautonome Vektorfelder

v: RxV -V, (t,x) [, X),

die stetig in der Zeitvariable und gleichmé&gRig lipschitzstetig in der Ortsva-
riable in dem Sinne sind, dass es ein L [Qlgibt, so dass

D(t,x) —v(t,y) CITIX+y []

fur alle x,y ™Mlund t Rl [ 1

17.12
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= Stetige Abhangigkeit

Bis jetzt haben wir die Losungen eines Anfangswertproblems als individuelle
Kurven betrachtet, also als Funktionen nur von t. Nun betrachten wir sie auch
als Funktion des Anfangswerts Xg. Dies machen wir sichtbar, indem wir ¢ (t, Xp)
oder ¢'(xo) oder by, (t) fur die Lésung zum Anfangswert Xo schreiben. Die
Integralgleichung 3 lautet damit

J
" (x0) =xo + o V($° (o)) ds.

Stetigkeitssatz Sei v ein L-lipschitzstetiges Vektorfeld auf ganz V. Fur seine
Lésungskurven gilt dann

@' () — ¢ (y) (et -y 1
fur alle t CRlund alle x,y [V1 [ 1
i Aus den Integralgleichungen fir ¢t'(x) und ¢t(y) folgt fur t Q1
[ () — ' (y) [
O
Xy CH Ogd)s(x» —Vv($°(y)) [ds
D=yl [ (x) — d°(y) [ds.
Wenden wir das Lemma von Gronwall 4 auf
u(t) = [') —d'(y)

an, so erhalten wir die Behauptung fur t [0l Den Fall t [CQIfuhrt man hierauf
zurdck. [

Bemerkungen a. Das exponenzielle Anwachsen der oberen Schranke ist
im Allgemeinen nicht zu verbessern. Fur die Losungen von X = ax auf R mit
a # 0 qilt ja bereits

%‘(Xo) - $'(0) = le*xo — e*'0] = e*' |xo — O] .

Entsprechendes gilt, wenn man lineare DiLerknzialgleichungen x = Ax mit
Diagonalmatrizen A betrachtet.

b. Fixieren wir ein kompaktes Zeitintervall [a,b] um 0, so hdngen die
Ldsungen gleichmafliig vom Anfangswert ab. Denn es gilt ja

[P — by Ll = . Z;ﬁo] [P (t) — by (1) [T Xy ]

17.13
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Abb 3 Flusseigenschaft

Ds ) N O 26 0)
d(t +5s,X%) \

Auf einem beschrankten Zeitintervall ist der Abstand verschiedener Losungs-
kurven also gleichmaRig klein, wenn nur ihre Anfangswerte hinreichend kleinen
Abstand haben.

c. Mit der im Beweis des Existenzsatzes g eingefiihrten Norm [qI[_Ifolgt
aus dem Stetigkeitssatz auch

[ — by [Ty ]

Der Operator

1: Vo E, x [},

der jedem Anfangswert in x [V] seine entsprechende Lésungskurve ¢y [CEl
zuordnet, ist also lipschitzstetig bezliglich [T Dies bedeutet jedoch nicht, dass
die L6ésungen auf ganz R in der Supremumsnorm stetig von den Anfangswerten
abhangen!

d. Vielmehr ist es so, dass auf beliebig langen Zeitintervallen noch so kleine
Absténde exponenzial anwachsen kénnen. Dies ist der sogenannte E [ekit der
empfindlichen Abhangigkeit von den Anfangswerten und die Ursache chaotischen
Verhaltens, das in vielen Systemen beobachtet werden kann. [

17.3
Flusse

Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so definieren alle seine - eindeutigen -
Ldsungskurven zu allen Anfangswerten zusammen eine Abbildung

®: RxV 5V, D(t, X) = PL(X) = Py (1),

genannt der Fluss oder die Flussabbildung des Vektorfeldes. Aufgrund des Stetig-
keitssatzes 1, ist sie stetig in X, und aufgrund der Konstruktion sogar di Leren-
zierbar in t.

17.14
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17.3 — Flusse

Flusssatz Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so gilt fir seine Flussabbildung
®(0,x) =X,
P(t +5,X) = P(t, (P(s,X))
fur alle x ™und alle s,t (Rl [ 1

umm Da @ (t, x) die Losungskurve zum Anfangswert x bezeichnet, ist natir-
lich ®(0,x) = x fur alle x. Betrachten wir beide Seiten der zweiten Gleichung als
Funktion von t bei festem s, so sind beide Losungskurven desselben Vektorfeldes
v mit demselben Anfangswert ®(s,x) bei t = 0. Denn es gilt ja

Pt +5s,X) =v(P(t+5,%X))
und
P(t, P(s, X)) =V (P(L, D(s,X))).
Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes g stimmen beide Seiten somit Uberein. Il
Die Gleichung
Pt +5,X) = 0(t, (d(s,X))

bedeutet, dass es keinen Unterschied macht, ob ich vom Punkt x der L8sungs-
kurve bis zum Zeitpunkt s folge und ®(s,x) als Anfangswert einer weiteren
Loésungskurve bis zum Zeitpunkt t wahle, oder ob ich gleich von x >ohne Zwi-
schenstop«< bis zum Zeitpunkt t +s fortschreite aopp3 -

= Zeit-t-Abbildungen

Wir wechseln jetzt die Perspektive und betrachten die Flussabbildung nicht
als Bundel von Lésungskurven, sondern als Familie von Zeit-t-Abbildungen

otV oV, x CO%X) = d(t, ).

Diese bildet also jeden Punkt x [¥1auf den Punkt ¢'(x) der Lésungskurve mit
Anfangswert x ab.

Satz Die Familie der Zeit-t-Abbildungen (®!); rz7eines lipschitzstetigen Vek-
torfeldes auf V bildet eine 1-Parametergruppe von Homodomorphismen
von V. Das heiRt, jedes @' ist ein Homéomorphismus von V, und es gilt

0 =id, O =0'-0°
furalle t,s CR1 [ 1
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1 Die Identitaten sind gleichbedeutend mit denen des Flusssatzes 13 und
mussen nicht mehr bewiesen werden. Aus ihnen folgt insbesondere

q)t ° qJ—t — q)t—t — q)O — q)—t+t — q)—t ° q)t.

Wegen @° = id ist also ' umkehrbar, und die Umkehrabbildung ist
@H1t=0"", t[R

Da diese stetig sind, ist jede Zeit-t-Abbildung ein Homéomorphismus von V. [

Bemerkungen a. Der Fluss eines Vektorfeldes definiert somit einen Ho-
momorphismus der additiven Gruppe R in die Gruppe Hom(V) der Homéomor-
phismen auf V:

®: (R,+) - (Hom(V),=), t @l
Eine solche Familie von Abbildungen wird auch als dynamisches System mit
kontinuierlicher Zeit bezeichnet.

b. Der Satz verallgemeinert das entsprechende Resultat fur lineare Vektor-
felder A. Dort war ja

t=eM:V .V

eine 1-Parametergruppe von linearen Isomorphismen von V. Die Gruppenstruk-
tur war dort eine algebraische ldentitét, die wir ohne den Ee-Satz zeigten. [

= Dilerknzierbarkeit

Ein lipschitzstetiges Vektorfeld generiert also eine 1-Parametergruppe von
Homdéomorphismen des Vektorraumes V . Ist das Vektorfeld dartber hinaus stetig
di Cerknzierbar, so gilt dasselbe auch fur seine Flussabbildung.

Satz Ist das lipschitzstetige Vektorfeld v auf V stetig di Cerknzierbar, so ist
jede Zeit-t-Abbildung ®! seines Flusses ein Di LEdmorphismus von V. [

Da wir bereits wissen, dass es sich bei den Zeit-t-Abbildungen um Homéo-
morphismen handelt, ist nur noch deren stetige Di Lerknzierbarkeit zu zeigen. Es
genigt daher, Folgendes zu beweisen.

Proposition Ist das lipschitzstetige Vektorfeld v stetig di Lerknzierbar, so ist
jede Zeit-t-Abbildung @' seines Flusses ebenfalls stetig di [erknzierbar.
Seine Ableitung A' CDI!(x) ist die eindeutige Lésung des nichtautonomen
linearen Anfangswertproblems

A=AM®A,  A©)=Id, (4)

mit A(t) CDV(®H(x)). [ 1
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Dieses Awp ergibt sich wie folgt. Falls wir die Di Cerenzialgleichung
®'(x) = v(®' (X))

nach x di Cerknzieren und Di [erknziation nach x und t vertauschen durfen, so
erhalten wir die Di Lerknzialgleichung

(D' (X)) = D(®'(x)))
=D(V(®'(x))
= Dv(®'(x))DP'(x).
Ihr Anfangswert ist D®°(x) = Id, da ja ®° = id. Fixieren wir also x, so erhalten

wir genau das behauptete Awp fur A(t) CDH(X).
Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung ist kein Problem:

Lemma Ist das Vektorfeld v auf V lipschitz und C?, so besitzt das Anfangs-
wertproblem (4) eine fur alle t definierte eindeutige Lésung. [ 1

um Ist v stetig di Cerknzierbar, so ist die Abbildung
A: R L(V), A()=Dv(®'(x)

stetig und gleichmaRig beschrankt in der Operatornorm von L(V) durch die
globale Lipschitzkonstante von v . Somit kénnen wir A = A(t)A au [@sken als
eine stetig von t abhangende lipschitzstetige Di Lerknzialgleichung auf dem
Vektorraum L(V). Der Zusatz zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz 1; liefert
dazu die gewlnschte eindeutige Losung. [

[ Beweis der Proposition  Wir zeigen, dass

Wt(h) Cat(x + h) — o'(x) — Ath = o( (AL

Dann ist A! von (4) die Ableitung der Flussabbildung. — Aufgrund des Hauptsat-

zes gilt

|
Ath=h+ A(s)A°hds,

oI(x) = x + . v (D5(x)) ds,

CJd
o'(x+h)=x+h+ v(@5(x+h))ds.
0

Also ist
¢ I;‘I:l |:|
wi(h) = . V(P (X + h)) —v(®3(X)) — A(S)A°h ds.

17.17
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Abb 4
®S(x +h)
Zum Beweis der o(x + h)

Proposition WS (h)

/_»\
h / *°00 ()

X

Mit ASh = ®5(x + h) — ®5(x) — WS (h) wird dies zu

¢ 1 ]
Wth) = V(®° (X + h)) —v(D°(X)) — AGS)(P°(X + h) — ®3(x)) ds
0

O
+ . A()WS(h)ds

rd e
= A@G)ds+ A@G)WS(h)ds
0 0

A(s) = v (P (X + h)) —v(P3(X)) — A(S)(P° (X + h) — D3 (X)).

Aufgrund der gleichmagigen Lipschitzstetigkeit von v ist [A(s) CILLIfur alle s
und x. Also folgt

L L
OW(h) CIC 3 (A(s) Cds + L [WS(h) Cdk.
0 0

Mit einer Variante des Lemmas von Gronwall .12 gilt dann
t(h)l:l]:l0 [A(s) Cett9) ds.
Mit A(s) = Dv(®3(x)) und dem Mittelwertsatz ist nun
[A(s) CICsup (&) — Dv(®°(x)) CHRF(x + h) — ®°(x) [
@)
mit 1(s) = [(®3(x + h), ®5(x))]. Aufgrund des Stetigkeitssatzes 12 ist
[@f (x + h) — ®°(x) (= O([hD)]
Andererseits gilt & - ®°(x) fur h - 0, und deshalb
D (&) — Dv(®3(x)) 3 O, h - 0.

Also ist [Al(h) (= o([hD)Jund damit OWM'(h) (2 o([AL)]wie zu zeigen war. Il

17.18



18

17.3 — Flusse

= Variationsgleichung

Fur die Abhéangigkeit der Lésungen von den Anfangswerten ergibt sich
daraus Folgendes. Setzen wir

E(t) = DO'(x)h = A(t)h,
so gilt
o' (x +h) = 0" (x) + &(t) + o(h),
wobei die Kurve & der Variationsgleichung
E=AME  EO0)=h,

entlang der Kurve ®!'(x) geniigt. Sie beschreibt in erster Naherung die Anderung
einer Losungskurve bei kleinen Anderungen des Anfangswertes.

= HOhere Regularitat

Besitzt das Vektorfeld hohere Regularitatseigenschaften, so vererben sich
diese auf den Fluss.

Satz Ist das Vektorfeld v auf V von der Klasse C", wobei 1 [rl1[d, so ist
seine Flussabbildung @ ebenfalls C". [ 1

mmmm Far r = 1 ist die Behauptung bereits bewiesen 15. Wir gehen daher
induktiv davon aus, dass die Behauptung fur irgendein r [Tlgilt, und beweisen
deren Gultigkeit fur r + 1.

Sei also v ein C"*1-Vektorfeld. Betrachte das Di [erenzialgleichungssystem

X =v(x), -
u=Dv(X)u,
und das zugehdrige Vektorfeld 1 ]
v(X)
w: VxV LoVxV, w(xu)=
Dv(xX)u

Dieses ist C" auf V x V. Also ist nach Induktionsannahme auch seine Flussab-
bildung ¥ von der Klasse C". Diese Flussabbildung ist aber gerade
—1

®'(x)

VW= batoou

denn die zweite Gleichung in (5) ist gerade die Variationsgleichung der ersten
Gleichung 16 . Also ist nach Induktionsannahme D®! eine C'-Abbildung. Dasselbe
gilt fur ®' aufgrund der Di [erenzialgleichung. Also ist ® selbst eine C"+1-
Abbildung, und die Induktion ist abgeschlossen. i
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17.4
Der lokale Ee-Satz

Bis jetzt gingen wir davon aus, dass ein Vektorfeld auf ganz V definiert und
dort lipschitz ist. Das ist naturlich nicht immer der Fall.

i_a. Die Dilerknzialgleichung x = x? ist auf ganz R erklart, aber nicht
gleichmagRig lipschitzstetig. Tatsachlich hat jede nichttriviale L6sung
Xo
x(t) =7 ot
eine Singularitat.
b. Die Di[erknzialgleichung X = x~2 hat eine Singularitat im Punkt 0, und
die Loésung

Xoio,

-

x(t)="3t+1
erreicht diesen Punkt in endlicher Zeit, verlasst also den Definitionsbereich der

Di Cerknzialgleichung. 1111

Ldsungen existieren im Allgemeinen also nicht fur alle Zeiten. Aber jedes
Anfangswertproblem eines lokal lipschitzstetigen Vektorfeldes besitzt immer eine
eindeutige lokale und sogar maximale Losung. Dazu benétigen wir einige Fakten
Uber lipschitzstetige Abbildungen.

= Lipschitzstetige Vektorfelder

Definition Ein Vektorfeld v auf einem Gebiet Q [V1heif3t lokal lipschitzstetig,
wenn zu jedem Punkt in Q eine Umgebung U und ein L [COlexistiert,
so dass v auf U L-lipschitzstetig ist. [ 1

—a. Das Vektorfeld v auf R mit v(x) = x? ist lokal lipschitz.
b. Jedes C!-Vektorfeld auf einem Gebiet ist lokal lipschitz aufgrund des
Schrankensatzes 14.16 .
c. Das Vektorfeld x [x2® istim Punkt O CRlnicht lokal lipschitz. ©n

Lemma K Ist v auf dem Gebiet Q lokal lipschitz, so ist v auf jeder kompak-
ten Teilmenge K gleichmagRig lipschitz. [

m Sei K [CQ kompakt. Ware v nicht gleichmagig lipschitz auf K, so
existierten zu jedem n [CT1Punkte X, #Yyn in K derart, dass

OV{(Xn) — v(yn) CMAIXE — yn £
Also ist

X} — yn IZI]__gIsup II(X)IZI]__%M, n [T}
n xma n
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denn VI ikt auf K stetig und daher beschrankt.

Da K kompakt ist, besitzt die Folge (xn) eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert p Kl Die entsprechende Teilfolge von (yn) konvergiert dann wegen
der vorangehenden Abschatzung ebenfalls gegen p. Da aber v in einer Umgebung
von p lipschitz ist, ergibt sich fur hinreichend grof3e n ein Widerspruch zur Wahl
von X und yp. [0

Lipschitzstetige Funktionen auf kompakten Teilmengen eines normierten
Raumes lassen sich nun zu lipschitzstetigen Funktionen auf dem gesamten Raum
fortsetzen, ohne die Lipschitzkonstante zu verschlechtern.

Lemmal Sei f: M - R L-lipschitz auf einer nichtleeren abgeschlossenen
Teilmenge M von V. Dann existiert eine Fortsetzung ¢@: V - R von f mit
derselben Lipschitzkonstante L. [ 1

1 Nach Voraussetzung gilt
|f(u) —f(v)| CO—-vCl  u,v CM. (6)

Fixieren wir irgendein up in M, so gilt fur jedes x [CV1und u M aufgrund der
Dreiecksungleichung die obere Abschatzung

f(u) — L X+ uldfqQup) + |[f(u) —f(up)| — L XFul]
[fQuo) +L U~ ug[F L X~ ul
[Tup) + L X upg [
Die linke Seite ist somit fur alle u Ml gleichmaRig beschrankt und damit

®: VR oX Csup(f(u)—LIxXFub
u M1

wohldefiniert. Aus (6) folgt andererseits f(v) [T(u) — L OV1— u Cdnd deshalb

sup (f(u) — L vI— uDE f(v), v ML
u M1

Also ist @ =f auf M und damit ¢ eine Fortsetzung von f auf ganz V.
Nun gilt fur jedes y [V1

(X)) [(fQu) —LIyl-ulH3L Xy 1 u M.

Also gilt dies auch fur das Supremum tUber u M und deshalb
®(x) Cy) —L Xy [

Dasselbe gilt mit den Rollen von x und y vertauscht, so dass wir insgesamt
le(x) —o(y)| [IIX;-y ]

erhalten. Somit ist ¢ L-lipschitz auf V. mmn
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Abb 5 Konstruktion einer maximalen Losungskurve

bm

Korollar Jedes lipschitzstetige Vektorfeld auf einer kompakten Menge in V
besitzt eine lipschitzstetige Fortsetzung auf ganz V. [ 1

i Wéhle eine beliebige Basis in V, und setze jede einzelne Komponenten-
funktion mit dem vorangehenden Lemma auf ganz V fort. Die Behauptung fur
die daraus resultierende Fortsetzung des gesamten Vektorfeldes folgt, weil alle
Normen in V &aquivalent sind. 1

= Lokale Losungen

Lokaler Ee-Satz Das Vektorfeld v sei auf einem Gebiet Q lokal lipschitzste-
tig. Dann besitzt jedes zugehoérige Anfangswertproblem eine eindeutige
maximale Losung. [

i Zu jedem Gebiet Q existiert eine Ausschopfung

L1
Ky CKY C10CQ) Kn=Q,
n 11

durch kompakte Teilmengen — zum Beispiel
Kn ={x C: dist(x,Q°) [In XTI 1n}.

Aufgrund von Lemma K 19 ist die Einschrankung v|k, gleichméaRig lipschitz-
stetig, und aufgrund von Lemma L 59 kann es von dort zu einem gleichméRig
lipschitzstetigen Vektorfeld v, auf ganz V fortgesetzt werden.

Ist Xo ein beliebiger Anfangswert, so ist xo K}, fur ein ng 11 Far
jedes n [ng existiert dann eine eindeutige globale Lésung ¢, zum Vektorfeld
Vvn und Anfangswert Xp, und zu dieser ein grof3tes o [edes Intervall 1, COImit
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der Eigenschaft

én(In) LK.

Eventuell gilt auch ¢, (1) CK}, aber das ist unerheblich. Wegen K, [CK}+1 gilt
auch I, I3, fUr n [Cnd sowie

¢m%: én, m [l

In

Setze jetzt

1
J O g

n [ngl
und definiere ¢: J - Q durch ¢|,, = ¢n. Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes g
ist ¢ eine wohldefinierte L6sung zum Anfangswert Xo innerhalb von Q.
Um ihre Maximalitat zu zeigen, betrachte beispielsweise

J,=Jn[0,0)=[0,b), O0<b o

Ist b = oo, so ist J; sicher maximal. Sei also b < co. Gébe es eine L6sung zum
selben Anfangswert Uber den Zeitpunkt b hinaus, so existierte lim¢ (), und
der kompakte Kurvenabschnitt ¢ ([0, b]) wére im Innern einer der kompakten
Mengen K, enthalten. Dies aber widerspricht der Definition der Intervalle I,
und J. Somit ist J, mximal. [

Der maximale Fluss eines Vektorfeldes v ist die Bundelung aller seiner
maximalen Losungskurven. Wir setzen

1
== I <G ={(,x) [(RI=xQ :t I3},
x 21

wobei Jx das maximale Existenzintervall der Losungskurve zum Anfangswert x
bezeichnet, und definieren

d: =5 Q, (t,x) CPplt, x).
Satz Die Menge = ist eine o [ede Umgebung von {0} x Q [RIx Q, und ¢ ist

ein maximaler Fluss auf Q bestehend aus maximalen Lésungskurven des
Vektorfeldes v. [

mn Dies ist als Ubung tiberlassen . [

Lokal gilt fur den maximalen Fluss dasselbe wie fur den globalen Fluss im
Flusssatz 13, also

o%(x) = x, oS = o' (05 (x)),

wann immer alle Ausdricke definiert sind.
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Abb 6
\%
Die Menge =
Q
X Jx
R
17.5

Konjugation von Vektorfeldern und Flussen

Um eine Di Lerknzialgleichung zu verstehen, kann man nach geeigneten
Koordinaten suchen, in denen sie besonders einfach wird — das ist die sogenannte
Transformationsmethode. Damit stellt sich die Frage, wie sich Vektorfelder und
Di Cerknzialgleichungen unter Koordinatentransformationen tGberhaupt transfor-
mieren.

s Transformation von Vektorfeldern

Gegeben seien ein Vektorfeld v auf einem Gebiet Q in V und ein Di [ed+
morphismus

T: Q-0

von Q auf ein weiteres Gebiet © in V. Das transformierte Vektorfeld w auf ©
ist naturlicherweise dadurch charakterisiert, dass T Lésungskurven ¢ von v in
Losungskurven Y von w abbildet. Fir die Kurve Y =T = ¢ soll also gelten

b =(T>d) = (DT > d)P = (DT > d)v(P)
= w (W) =w(T = ).
Vergleich beider Gleichungen ergibt
W(T =) = (DT > p)v(P).
Betrachten wir ¢ = P (t,x) zum Zeiptunkt t = 0, so erhalten wir

w(T (X)) = DT (X)V(X), x [l
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Abb 7 Zum Transformationsgesetz

DT
M v(X) . /—:?

Damit erhalten wir folgendes

Transformationsgesetz  Ein Di [edmorphismus T: Q - © transformiert ein
Vektorfeld v auf Q in ein Vektorfeld w auf © gemal der Gleichung

weT =DT-v. 1

Diese Gleichung lasst sich sowohl nach v als auch nach w auflésen. Auflésen
nach w ergibt

w=DT-veT ! CT}wy

Man transportiert also v von Q mit der Tangentialabbildung DT weiter nach ©,
weshalb man T vy den push forward von v nennt.
Auflésen nach v ergibt

v=DT lw-T CTIwW.

Man holt also w mit der inversen Tangentialabbildung DT™? von © zuriick
nach Q, weshalb man T "w den pull back von w nennt. Beide Gleichungen sind
aquivalent, aber die zweite ist technisch meist einfacher, da nur die lineare Abbil-
dung DT invertiert wird statt der im Allgemeinen nichtlinearen Abbildung T.

Definition  Zwei Vektorfelder v auf Q und w auf © heiRen C'-konjugiert, falls
es einen Di Cedmorphismus T: Q - © gibt,sodass Tpyy=w. [ ]

Bemerkung a. Der push forward Tpw ist auch erklart, wenn T nicht
surjektiv ist, sondern eine sogenannte Einbettung.

b. Der pull back T "w ist auch erklart, wenn T nur ein lokaler, aber kein
globaler Di Ledmorphismus ist. Dies ist beispielsweise bei den Polarkoordinaten
der Fall — siehe néchstes Beispiel.

c. Praktisch transformiert man Vektorfelder durch direktes Di [Cerenzieren
der Gleichung Y =T o ¢ statt die Transformationsformel zu bemUhen. [1
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Ia. Sei Xx =Ax und y = Tx mit einem linearen Isomorphismus T:V - V.
Dann ist

y =(Tx) =Tx=TAx =By =BTx,
also TA =BT . Somit erhalten wir
A=TMB'=T771BT, B=TA=TAT

wobei T SHier nicht die adjungierte Abbildung zu T bezeichnet.
b. Betrachte das Vektorfeld v mit v(x) = x? auf RF2 R\{0}. Mit

1
T: R=2RY x=-=
y
erhalt man
P B S
X=X"=27 7y T2
y y y

alsoy =1. Also ist
THh=1, TFv,
wenn 1 das konstante Vektorfeld mit Wert 1 bezeichnet.
c. Die Abbildung
(r,0) CX1y) =(rcos0,rsinB)
definiert Polarkoordinaten in der Ebene auf3erhalb des Nullpunkts. Sie ist ein
lokaler, jedoch kein globaler Di Ledmorphismus. Daher ist lediglich der pull back
definiert. Eine direkte Rechnung ergibt
X=Fcos®—rBsino,
y =rsinf + ro coso.
Multiplikation der ersten Gleichung mit x =r cos 0, der zweiten mit y —r sin©
und Addition ergibt
XX +YYy =rfFcos’0 +risin?0 =rr,
also
S
P XX yy.
T
Analog erhélt man
- Xy —yX
0= T
Diese Gleichungen sind fur r > 0 wohldefiniert. 1
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= Konjugation von Flissen

Koénnen zwei Vektorfelder durch einen Di Ledmorphismus ineinander trans-
formiert werden, so betrachtet man diese als &quivalent. Ihre Lésungskurven
werden dann durch diesen Di [edmorphismus aufeinander abgebildet — das war
ja auch der Ausgangspunkt des Transformationsgesetzes. Aber nicht nur das —
auch ihre Flisse sind zueinander konjugiert.

Zunéchst die Definition. Flusse bezeichnen wir von nun an wieder mit kleinen
griechischen Buchstaben, da sie ohnehin aus Lésungskurven bestehen.

Definition  Zwei Fliisse ¢ auf Q und Y auf © heiRen lokal C'-konjugiert, falls
es einen Di Ledmorphismus T: Q - © gibt, so dass

Top'=yteT

in einem o Ceden t-Intervall um O fir jeden Anfangswert in Q. Mit anderen
Worten, es kommutiert das in Abbildung 8 links stehende Diagramm. [ 1

24 Satz Zwei Vektorfelder sind C1-konjugiert genau dann, wenn ihre Flisse lokal
Cl-konjugiert sind 1

i [1Sind die Flusse lokal konjugiert, so gilt fur jedes x
Top'=yt-T

lokal um jeden Punkt auf einem kleinen t-Intervall um 0. Ableiten nach t bei
t = 0 ergibt dann

Abb 8 Konjugation von Flissen

\’—/'/q;(/x)
X

ot
Q Q
T T T T
Wt
(©] o
ﬂ
u
[©]
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DT(p%)p° = §%-T.
Mit $° =v und {° = w folgt
DT-v=w-oT.

Also sind auch die Vektorfelder konjugiert.
[1Es gelte umgekehrt die letzte Gleichung. Dann gilt lokal um t =0

(T<0") =DT ()" = DT (d")v(d)
= (DT V) > '
=(WeT)edp' =w(T 0.

Somit ist T = ¢pt(x) eine lokale Losungskurve des Vektorfeldes w zum Anfangs-
wert T (x). Dasselbe gilt aber auch fir die Kurve (T (x)). Aufgrund des Ee-
Satzes ist also T (Ppt(x)) = Pi(T (X)) fur kleine t, sprich

Todpt=yleT. mm

Bemerkung O [Cedsichtlich kann man Flisse auch topologisch konjugieren
— also per Homéomorphismus —, Vektorfelder aber nicht, da die Jacobische eines
Homdomorphismus ja nicht definiert ist. Man nennt daher Vektorfeld topologisch
konjugiert, wenn ihre Flusse topologisch konjugiert sind. Dieser wesentlich fle-
xiblere Konjugationsbegri [iskt fir das Studium dynamischer Systeme wichtig. [

= Der Rektifizierungssatz

Wir kénnen nun den einfachsten Satz in der Klassifikation von Vektorfeldern
beweisen. Er betri [(fihre Gestalt lokal um regulare Punkte.

Definition Ein Punkt p heif3t singuléarer Punkt eines Vektorfeldes v, falls
v(p) =0.
Andernfalls heil3t er reguléarer Punkt. [

25 Rektifizierungssatz Lokal um einen reguldren Punkt p ist ein C1-Vektorfeld
Cl-konjugiert zu einem konstanten Vektorfeld. [

i Wir betrachten den Standardfall eines Vektorfeldes v = (vy, .., Vvn) auf
dem R". Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass

p=0, v1(0) # 0.

Es existiert dann eine Umgebung | x U von (0,0) [CRIx R", auf der der Fluss
von v erklart ist und eine C1-Abbildung ¢: I x U - R" definiert. Auf einer
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175 — Konjugation von Vektorfeldern und Flissen

Abb 9 Der Rektifizierungssatz
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noch festzulegenden kleinen Umgebung W von O [CRY' definieren wir damit eine
Abbildung

T: W-R", u [Tq) = ¢"(0,0),

wobei u = (ug,..,un) und G = (uz, ..,up). Das Bild von u ist also der Punkt der
Loésungskurve zum Anfangswert (0, ) am Zeitpunkt u; - siehe Abbildung 10.
Fur diese Abbildung gilt dann

T o= Ek o2 =vo
1 0

und - indem wir erst t = 0 setzen und dann nach u; di C(erknzieren -

oT op°
au; 0) u; (0) = ¢, 1 nl
Also ist
1 1
(O o0...0
I O I |
DT (0) = oTi O 1...0
TR = R
vp(@0) O ... 1
und somit

detDT (0) = v1(0) #O.

Also ist T ein lokaler Di [edmorphismus. Wahlen wir also W hinreichend klein,
so ist T ein Di Ledmorphismus von W auf eine Umgebung von T(0) = 0.
Diese Abbildung T konjugiert die Fliisse von e1 und v. Der Fluss von e; ist

Wi(u) =u+te; = (Uug +t,Uz,...,Up).
Mit der Definition von T folgt

17.29
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504 17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

Abb 10 Definition der Abbildung T

$U1(0,0),= T (u)

Q)
c

(@' =T)(U) = ' =" (0,0)
= ¢ (0,0)
=T(t+uy,0) =T ().
Also gilt
PleT=Toy"
Da T die Flusse von v und e; konjugiert, konjugiert T auch die Vektorfelder

selbst p4 . [

Damit ist klar, dass regulare Punkte eines Vektorfeldes lokal véllig uninter-
essant sind. Interessant sind nur die singuléaren Punkte — wie im richtigen Leben.
Dies ist allerdings nur ein lokales Bild. Es erlaubt keinerlei Aussage Uber das
globale Verhalten der Losungskurven — ob es sich beispielsweise um periodische,
quasiperiodische oder chaotische Bahnen handelt.
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