Naturliche, ganze
und
rationale Zahlen

Die Existenz der reellen Zahlen setzen wir von nun an voraus. Jetzt geht es
darum, unter diesen die naturlichen, die ganzen, und die rationalen Zahlen zu
identifizieren.

Die naturlichen Zahlen sind uns von frihester Kindheit durch das Zahlen
von Objekten vertraut:

11
2 [1hH1,
3[2ZH1=1+1+1,

und so weiter ...: von einer natUrlichen Zahl gelangen wir zur nachsten, indem
wir 1 addieren, ad infinitum. Auch wissen wir, dass

1<2<3<..,

in Ubereinstimmung mit den Anordnungsaxiomen. Dies gilt Gibrigens in jedem
angeordneten Korper, denn wir brauchen ja nur die Information, dass 0 < 1.
Daraus ergibt sich, dass jeder angeordnete Kdrper seine eigene >Version«< der
naturlichen Zahlen enthalt.

Die additiv Inversen zu den naturlichen Zahlen zuztglich der Null ergeben
den Ring der ganzen Zahlen. Die Briche aus allen ganzen Zahlen ergeben dann
den Kdrper der rationalen Zahlen.
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3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

3.1
Naturliche Zahlen

Um das >und so weiter< der Konstruktion der natirlichen Zahlen mathema-
tisch zu préazisieren, fuhren wir folgenden Begri Cein.

Definition Eine Teilmenge J von R heil3t induktiv, wenn gilt:
(in-1) 1 11
(in-2) Istm CXJsoistauch m+1 CJ1] [

Man kann auch O [Jl statt 1 [J fordern und damit die naturlichen
Zahlen bei 0 beginnen lassen. Dies ist allein eine Frage der Konvention und
mathematisch unerheblich.

II"Beispiele a. Die Mengen R ist induktiv.
b. Das Intervall [1, c0) ist induktiv.
c. Die Menge M der rationalen Funktionen 5> ist induktiv.
d. Die Menge P aller Primzahlen ist nicht induktiv. 11

Der Durchschnitt zweier und sogar beliebig vieler induktiver Mengen ist
wieder eine induktive Menge, denn in jeder dieser Mengen sind die Bedingun-
gen (in-1) und (in-2) erfullt. Die kleinste solche Menge erhélt man, indem man
die Schnittmenge aller induktiven Teilmengen der reellen Zahlen bildet. Dies
charakterisiert die naturlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen.

Definition Die Menge N der nattrlichen Zahlen ist der Durchschnitt aller induk-
tiven Teilmengenvon R. [ 1

Bezeichnet J die Familie aller induktiven Teilmengen von R, so schreibt
man hierfir auch

1
N 1 J.
Jraa

Die Menge N enthélt also genau diejenigen Elemente von R, die in jeder indukti-
ven Teilmenge von R enthalten sind.

Induktionssatz Ist | eine induktive Teilmenge von N, soist | =N. [ 1

mmm Nach Voraussetzung ist | NI Andererseits ist | [Jlund damit auch
N [T1Also gilt | = N.

3.2 12.04.2021 — 16:37
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3.1 — Naturliche Zahlen

= Vollstandige Induktion

Der Induktionssatz bildet die Grundlage der vollstandigen Induktion, die
ebenfalls zu den fundamentalen Beweistechniken der Mathematik z&hlt. Die
einfachste und am haufigsten gebrauchte Form ist das folgende

Induktionsprinzip  Sei A(n) eine Aussageform, fur die gilt:

(1) A(1) ist wahr.

(2) Ist A(n) wahr fur irgendein n [N, so ist auch A(n + 1) wabhr.
Dann ist A(n) fur alle n CNlwahr. [ 1

I Beweis — Sei
N Ch CNI: A(n) ist wahr}.

Dann ist 1 [N wegen (1), und gilt n [N, so gilt auch n+1 [N wegen (2).
Also ist N eine induktive Teilmenge von N. Aufgrund des Induktionssatzes ; ist
somit N = N.

Um eine Aussage A(n) fur alle naturlichen Zahlen n mithilfe der vollstandi-

gen Induktion zu beweisen, ist also Folgendes zu tun.
(1) Induktionsanfang: Zeige, dass A(1) wahr ist.
(2) Induktionsschritt: Nehme an, dass A(n) fir ein beliebiges n [Tlwabhr ist.

Folgere daraus, dass auch A(n + 1) wahr ist.

Dann ist die Aussage A(n) fur alle n [Nl bewiesen.

Das Induktionsprinzip bereitet erfahrungsgemaf anfangs Schwierigkeiten,
hat es doch den Anschein, als wiirde man sich nach dem Miunchhausenprinzip
am eigenen Schopf aus dem Sumpf ziehen. Denn im Induktionsschritt nimmt
man ja an, dass A(n) wahr ist — also genau das, was man eigentlich erst noch
beweisen will ... .

Dem ist jedoch nicht so. Der Induktionsschritt geht nur von der Hypothese
aus, dass A(n) wahr ist, und leitet daraus ab, dass auch A(n + 1) wabhr ist.
Das ist etwas vollig anderes als die Behauptung, dass A(n) wahr ist. Diese
Argumentation wird auch erst durch den Induktionsanfang vollstandig. Er ist
zwar oft trivial, aber trotzdem unentbehrlich. Ohne ihn ware nichts bewiesen.

Eine gerne gebrauchte Metapher fur die vollstandige Induktion ist das Er-
klimmen einer Leiter. Weil3 man, wie man die erste Sprosse einer Leiter erklimmt,
und weil3 man weiter, wie man von einer beliebigen Sprosse zur nachsten gelangt,
so kann man jede noch so hohe Leiter erklimmen ... zumindest ein Mathematiker
kann das.

Die vollstandige Induktion versteht man am Besten anhand von Beispielen.
Daher zunéachst zwei einfache Beispiele.

12.04.2021 — 16:37 3.3

59



60 3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

3 Satz For alle n [Tgilt

n(n+1
1+2+..+n= % 1
il Induktionsanfang: Fur n = 1 reduziert sich die Behauptung auf
112
==
ist also richtig. — Induktionsschluss: FUr ein beliebiges n [CTlsetzen wir jetzt

voraus, dass die behauptete Gleichung gilt. Dann erhalten wir fur die >nachste
Sprosse der Leiter<

1+2+.+n+(n+1)=A+2+..+n)+(n+1)

n(n+1)
2
nZ+n+2n+2
2
(n+1)(n+2)
2

Also gilt die behauptete Gleichung auch fur n + 1, und wir sind fertig. (I

+(n+1)

4 Bernoullische Ungleichung Fur alle reellen Zahlen x =1L und n NI gilt
@A+x)" CIHnx. [
mm Induktionsanfang: Fur n =1 ist
@QA+x)=1+x=1+1-x.

Dies gilt sogar fur alle reellen x, und auch fir n = 0. — Induktionsschluss: Fur
ein beliebiges n [CTImachen wir die Induktionsannahme, dass

(1+x)" Ik nx, x [=1.
Betrachte dann
@+ =@ +x)@+x)".

Nun ist 1 + x [COIfur x =1 - hier brauchen wir erst diese Annahme - und
deshalb weiter mit der Induktionsannahme

@A+ +x)" CA+x)(L +nx) =1+ X+ nx+ nx2.
Nun ist aber nx? [CO1 Daher folgt insgesamt
@ +x)"! Ik x+nx =1+ (n + 1)x.

Damit ist die Induktion vollstandig.
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3.1 — Naturliche Zahlen

Es folgen einige elementare Tatsachen Uber die naturlichen Zahlen, die wir
naturlich beweisen mussen.

Rechenregeln  Fur alle n,m [CNIgilt:
() n 1)

@ii) n+m [Nl nm [N]

(i) n=1 [Cnl—-1 [N

(iv m<n [COA-m [N]

V) m<n[Cm+1 CA=m+1. [ ]

i (i)  Die Menge {n [CNI:n I} ist eine induktive Teilmenge von N.
Aufgrund des Induktionssatzes ; ist sie gleich N.
(i) Fixiere m [CNlund betrachte die Aussage

A(N): n+m [N

la: Es gilt A(1), da mit m [Nl auch m+ 1 [CN. — Is: Gilt A(n), so ist also
n+m [N Dannistauch (n+m)+1=(n+ 1) +m [Nlund damit A(n + 1)
wahr. Somit gilt A(n) fur alle n [Nl Da m [Nl beliebig war, ist die Aussage fur
alle n,m [CNIbewiesen. — Die zweite Behauptung wird analog bewiesen.

(ili)  Betrachte

AN): n=1 [nl—1 [N

la: A(1) ist o Ledsichtlich wahr. — Is: Ist A(n) wahr, so ist n [Nl Damit ist
aber auch A(n + 1) wahr.
(iv) Betrachte hierzu die Aussage

AM): n—m [Nl furalle m CNImit m <n.

la: A(1) ist wahr, denn wegen (i) gibt es kein m [N, flr das wir die Behauptung
prufen mussen. — Is: Es gelte A(n). Zu zeigen ist

A(n+1): (n+1)—m furallem CNImitm <n+ 1.

Fur m = 1 ist dies richtig. Ist dagegen 1 < m < n+1,soist m—1 < n
eine natdrliche Zahl wegen (iii), und nach Induktionsannahme ist dann auch
n—(m — 1) [Nl Das ist aber dquivalent mit (n +1) —m [CNIL

(v) Sei m<n [Cm+1.Dannist n—m [I1Aus (iv) folgt aber n —m [Nl
und damit n — m [l wegen (i). Alsoist n—m = 1, oder n = m + 1 wie
behauptet.

Die letzte Aussage bedeutet, dass es zwischen m und m + 1 keine weitere
naturliche Zahl gibt. Gilt also beispielsweise n < A fir eine Menge A [N so gilt
auch n+1 [CAlgs.
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62 3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

In manchen Fallen ist es erforderlich, die Induktion nicht bei 1, sondern
spéater zu beginnen. Der Beweis des folgenden Satzes ist als Ubung iberlassen 4., .

6 Modifiziertes Induktionsprinzip  Sei A(n) eine Aussageform, fur die gilt:
(i) A(ng) ist wahr fur ein ng NI
(ii) Ist A(n) wahr fur irgendein n [ng, so ist auch A(n + 1) wahr.
Dann ist A(n) fur alle naturlichen Zahlen n [Cnd wahr. [

II"Beispiel Es gilt
2" [nf, n#3.
Fir n =1 und n = 2 verifiziert man dies direkt, und fur n = 3 ist die Aussage
o [ensichtlich falsch. Flir n [C41fuhrt man einen Induktionsbeweis. 11
= Satz vom Minimum

Die naturlichen Zahlen sind in R nach unten beschrénkt. Jede nichtleere
Teilmenge A [Nlbesitzt deshalb ein Infimum innerhalb der reellen Zahlen. Im
Fall nattrlicher Zahlen ist dieses Infimum sogar ein Element von A selbst. Man
spricht von einem minimalen Element, an dem das Infimum angenommen wird.

7 Satz vom Minimum Jede nichtleere Teilmenge A [CNIbesitzt ein minimales
Element. Das heil3t, es existiert ein m CAImit m CAlL |

i Wegen 1 ist A nach unten beschrankt. Da A nicht leer ist, existiert
somit die reelle Zahl m = infA. Zu zeigen ist, dass m [Al

Da m + 1 keine untere Schranke von A ist, existiert aufgrund des Approxi-
mationssatzes 12 ein n CAlmit

m [Cnl<m+ 1.

Waéare m < n, so folgt mit demselben Satz die Existenz eines weiteren o [CAImit
m [Cokn<m+1.

Wegen o < n und n,o [CAlI[CNlwéare dann n — o eine natirliche Zahl 5 mit
n—-o<m+l—-ol[mM+1—-m=1,

was unmadglich ist. Also muss m = n gelten, und dies ist das gesuchte minimale
Element in A. [

8 Korollar Es gibt keine uninteressanten naturlichen Zahlen. [

i Angenommen, die Menge U = {n NI n ist uninteressant} ist nicht
leer. Dann besitzt U ein minimales Element m, die kleinste uninteressante
naturliche Zahl. Das ist natlrlich eine interessante Zahl — Widerspruch. mmm
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3.1 — Naturliche Zahlen

= Das Archimedische Prinzip

Bis hierher haben wir das Vollsténdigskeitsaxiom nicht benétigt. Alles in
diesem Abschnitt Gesagte gilt somit in jedem angeordneten Kdrper. Somit gibt es
in jedem angeordneten Korper K eine Teilmenge N, die als kleinste induktive
Teilmenge definiert ist und die wir uns als eine Version der natirlichen Zahlen in
K vorstellen kénnen. Ebenso gilt dort der Satz vom Minimum.

Da die Folge 1 <2 <3 < - - - »immer weiter wéchstg, scheint die Menge N
in R unbeschrankt zu sein. Doch auch diese scheinbar o Cedsichtliche Tatsache
erfordert einen Beweis. Und wie sich herausstellt, erfordert dieser die Existenz
eines Supremums, also das Vollstandigkeitsaxiom.

Prinzip des Archimedes Die Menge der natirlichen Zahlen ist in den reellen
Zahlen nach oben unbeschrénkt. [

mmm Ware N beschrankt, so existierte b = supN in R210. ZUub—-1<b
existiert dann aufgrund des Approximationssatzes ;12 ein n NI mit

b—1<n [Chl

Aber dannist b<n+1, und wegen n+1 [CNlist b doch keine obere Schranke
von N - ein Widerspruch. [

Aus dem Prinzip des Archimedes ergeben sich zwei wichtige Folgerungen.
Korollar  Zu jeder reellen Zahl € > 0 existiert ein n NI mit
0< 1 <e.
n
Zu zwei positiven reellen Zahlen x und h existiert genau ein n [Nl mit
(n—1)h Xk nh. —1

i Sei € > 0. Aufgrund des Prinzips des Archimedes gibt es ein n CNImit
n > 1/¢. Fur dieses n gilt dann die erste Behauptung.

Aus demselben Grund ist die Menge {m [NI: x/h < m} nicht leer, besitzt
also wegen des Satzes vom Minimum 7 ein minimales Element n. Fur dieses gilt

n—1 E%I<n.

Multiplikation mit h > 0 ergibt die Behauptung. Die Eindeutigkeit von n folgt
aus der Eindeutigkeit des Minimums. [

Satz vom Maximum Jede nichtleere, beschrankte Teilmenge A [Nl besitzt
ein maximales Element. Das heil3t, es existiert ein m CAImit A M. [
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i Aufgrund der Beschranktheit von A und des Archimedischen Prinzips o
besitzt A eine obere Schranke b in N. Es ist also A <b. Dann ist die Menge

b—A[{®H—-—a:a A}

ebenfalls eine Teilmenge von N s und besitzt daher ein minimales Element 7.
Dieses hat notwendigerweise die Form b —m mit m [CAl Es gilt dann

b—m ChlF A,
was aquivalent ist mit A [Cml. Somit ist m [CAldas maximale Element von A. [

Der Beweis des archimedischen Prinzips stutzt sich auf die Existenz eines
Supremums 210, also auf die Vollstandigkeit der reellen Zahlen. Man kdnnte
meinen, dass dies nur der Bequemlichkeit geschuldet ist, denn Vollstandigkeit
von R und Unbeschranktheit von N haben auf den ersten Blick wenig mitein-
ander zu tun. Dem ist aber nicht so. Es gibt angeordnete Korper, in denen das
archimedische Prinzip nicht gilt, wie das folgende Beispiel zeigt.

[ Beispiel Im Koérper M der rationalen Funktionen mit rationalen Koe [zieh-
ten , 2 spielen die konstanten Funktionen n/1 die Rolle der naturlichen Zahlen,
und es gilt

n X
- < -, n NI
1 1

Somit ist N in M beschrankt. 11

Das archimedische Prinzip ist somit unabhangig von den Anordnungsaxio-
men und nicht aus diesen ableitbar. Andererseits gibt es angeordnete Korper,
in denen das archimedische Prinzip, nicht aber das Vollstandigkeitsaxiom gilt —
zum Beispiel Q. Daher ist folgende Definition sinnvoll.

Definition Ein angeordneter Korper heil3t archimedisch angeordnet, wenn N in
ihm unbeschrankt ist. [

IT"Beispiel  Q und R sind archimedisch angeordnete Kérper, M nicht. 111

= Rekursion

Auf dem Prinzip der vollstandigen Induktion beruht auch das Prinzip der
rekursiven Definition. Zunachst einige Beispiele.
Die Fakultat n! einer naturlichen Zahl n ist rekursiv definiert durch

1 CI n! CA(n-1)!, nC2
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3.1 — Naturliche Zahlen

Der Wert von n! wird also fur n > 1 durch den Wert von (n — 1)! erklart. Nach
endlich vielen Schritte ist n! auf 1! zurtckgefuhrt:

21 =211 =21,
31=3-21=3-2-1,
n! :.n-(n—l)-..-2-1.
Aullerdem definiert man 0! [T1 Die Rekursionsformel gilt damit sogar ab n = 0:
Ol CI] n! Cnl(n—1)!,, n [

Die Potenzen a" eines Elementes a eines beliebigen Kérpers K sind rekursiv
definiert durch
a1l  a" rar"?, nrCm
Mit Induktion beweist man die Ublichen Potenzgesetze 5.11
a"am =a"m @Hm=a"m, n,m [0l
Die allgemeine Summe von n Elementen aj, .., an in einem beliebigen Kérper
schreibt man als
/1
agx =aj; +ap +.. +anp.
k=1

Deren rekursive Definition ist

— i Y ¢y
ax Q) ax 1 ax +an, n 11
k=1 k=1 k=1

Entsprechend erklart man das allgemeine Produkt
U |
akx — aiaz--an.
k=1

Da in einem Kdrper Addition und Multiplikation assoziativ und kommutativ sind,
sind Klammern entbehrlich und die Reihenfolge unerheblich. Dies spielt erst eine
Rolle bei Reihen, also unendlichen Summen.

" Beispiele Es gilt

3.9
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Als Summationsindex kann man dbrigens jedes Symbol verwenden. Ebenso
kann man umnummerieren. So ist beispielsweise

— 1 —1 r—1 (/]
akg = aj = ay = a+1.
k=1 i=1 v=1 1=0

Allgemeiner erklart man

31

1 1 m+.. +an, m [Nl
ax 1 ak I_—Elg_l
k=m m Okl , m = n.

Entsprechendes gilt fur Produkte.

Rechenregeln fur Summen In einem Koérper gilt

/1 r—1 r—/1 —1 r—/—1
ay + bk = (ak + by), a bk = aby
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
sowie
ax- b= akb) = axb,
k=1 1=1 k=11=1 1 KN
1

wobei sich die Doppelsumme Uber alle méglichen Kombinationen der
Indizes k und | mit 1 CK1[Cnlund 1 I T M erstreckt und damit nm
Summanden umfasst. [ 1

[ Wir zeigen nur die letzte Behauptung mit Induktion Gber n. Fiur n=1
reduziert sich die Aussage auf die korrekte Gleichung
1 r1

al bk = al bk.
k=1 k=1

Fir n + 1 anstelle von n haben wir

nf— T L4+ Ll v 17/ ™
ax- b= ak+an+1 - b=  ak- bi+an+ts b
k=1 I=1 k=1 I=1 k=1 1=1 1=1

Ist die Gleichung wahr fir n und alle m [I] so folgt

L) I L 1 | 1 1 1
ag - b = ayxb, + akb = aib.
k=1 I=1 1 [KInl1 k=n+1 1 [KIn#1
1 1 1 [ITiml

Also gilt sie auch fir n+1 und alle m 1] oo

3.10



13

3.1 — Naturliche Zahlen

Entsprechend werden andere Satze auf allgemeine Summen und Produkte
verallgemeinert. Beispielsweise lautet die allgemeine Dreiecksungleichung

|j' akﬂ:ll‘l |akI|-

k=1 k=1

Mit diesen Rechenregeln lassen sich viele Summen und Produkte ohne expliziten
Ruckgri Cauf die vollstandige Induktion bestimmen. Ein Beispiel ist die

Geometrische Summe  FUr jedes reelle g und alle n [CQlgilt
L-@+g+.+gM)=1-g""
Fur g # 1 qilt also

S
k=0 1-q

i Far n = 0 ist die Gleichungg korrekt. Sei also n 11 Dann ist

k k k+1 0 k " k+1 n+1
1-9 q" = q— q =q + q— q —q .
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
Die beiden mittleren Terme annullieren sich, denn

] r 1
qFt = K

q~.
k=0 k=1
Somit erhalten wir
(1-a) g<=1-g""
k=0

Das entspricht der Behauptung. (I

= Allgemeine Rekursion

Das Rekursionsprinzip mag auf den ersten Blick einleuchten, so wie auch
das Induktionsprinzip. Dennoch bedarf es eines Beweises, dass durch rekursive
Definitionen tatsachlich Folgen?! in eindeutiger Weise definiert werden. Dies
leistet der folgende Satz, der durch Induktion bewiesen wird und beim ersten
Lesen Ubergangen werden kann.

1 Folgen werden im {ibernachsten Kapitel behandelt.

3.11
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68 3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

14 Rekursionssatz Sei X eine beliebige Menge, und fir jedes n [Nl sei
@n: X" o X

eine beliebige Abbildung. Dann existiert zu jedem a [Xleine eindeutige
Folge (fn)nrmin X mit

f]_ = a, fn+1 :(pn(fj_,..,fn), n 1] 1
Das bedeutet, dass mit dem Startwert f; [Calsukzessive die Werte

Ty Caph (f1),
fz b (1, f2),

fn+1 Ijﬂ"](fl, ..,fn)

eindeutig erklart sind. Die Abbildung @, definiert den ndchsten Wert f,., als
Funktion der ersten n Werte fq, .., f,.

Unsere bisherigen Beispielen sind allerdings viel einfacher gebaut. Alle
Funktionen ¢, sind identisch und haben nur ein Argument.

15 —Beispiel Die Fibonacchifolge
(fa)n+ (1, 1,2,3,5,8,13,21, ..)
ist rekursiv erklart durch
fi =1, =1, foer =fan+fro1, n 21
Die Rekursionsvorschriften sind

®1(f1) =11,
On(f1, .., fh) = fr1 + 1, n 2]

und die Fibonacchifolge resultiert aus den Startwert f; = 1. 11

3.2
Ganze und rationale Zahlen

Definition und Satz

Z{@n—n:nm N}
heil3t Menge der ganzen Zahlen. Fur diese gilt

Z={-n:n [N} ({0} (NI={..,—2,-1,0,1,2,..}. [ 1

3.12
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i Sei G ={..,—2,—1,0,1,2,..}. Dann gilt G [Z] denn jedes Element von
G kann als Di Cerknz zweier naturlicher Zahlen geschrieben werden.

Um auch Z CGlzu zeigen,seim—n [ZlIst m=n,soist m—n=0 Gl
Ist m > n,soist m—n [N [CQ. Ist aber m < n, so ist mit demselben
Argument —(m —n) [CNlund damit m — n ebenfalls Element von G. Da damit
alle Moglichkeiten erfasst sind, gilt auch Z Gl

Satz In der Menge Z gelten alle Axiome eines angeordneten Koérpers mit
Ausnahme der Existenz eines multiplikativen Inversen. Insbesondere ist
die Gleichung

m+Xx=n
in Z immer eindeutig lésbar, und zwar mit x=n—m. [ ]

Man sagt, die ganzen Zahlen bilden einen Ring mit Eins. Der Beweis dieses
Satzes ist Routine.

Die Satze vom Minimum 7 und Maximum 1; gelten in Z entsprechend. Der
einzige Unterschied ist, dass Teilmengen von Z a priori nicht nach unten be-
schrankt sind. Der folgende Satz wird auf die entsprechenden Satze fur nattrliche
Zahlen zuriuckgefuhrt g.14 .

Satz vom Minimum & Maximum In Z besitzt jede nach unten beschrankte
Menge ein Minimum und jede nach oben beschrénkte Menge ein Maxi-
mum. [ ]

[ Beispiel Die Funktion
['1: R>2Z, x [[X] Cmlax{n ZI n [ X}

weist jeder reellen Zahl x die grof3te ganze Zahl m [xdzu und wird als Gaul3-
klammer bezeichnet. Andere Bezeichnungen sind Abrundungs- oder Ganzzahl-
Funktion. Zum Beispiel ist

[t] =3, [-mt] = —4.
Der Graph dieser Funktion ist in Abbildung 1 dargestellt. 11

Definition und Satz Die Menge
1

n
Q Lt :n [ZICml [N

heil3t Menge der rationalen Zahlen. Mit der von R induzierten totalen Ord-
nung bildet Q einen archimedisch angeordneten Koérper. In ihm ist auch die
Gleichung

mx =n, m # 0,

3.13
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Abb 1

Graph der

GaulRklammer

1 *——o0
e——o
1 X
*——9
o0
o0

. . A . n
immer eindeutig lésbar, und zwar mit x = " 1

Auch der Beweis dieses Satzes ist Routine. Es ist im Wesentlichen nur zu
zeigen, dass alle Operationen nicht aus Q herausfiihren.

Bemerkung Die totale Ordnung von Q lasst sich auf die nattrliche Ord-
nung von Z zuruckfuhren, in dem man

n p
— <= <m
a [nd p

definiert. Diese Definition héangt nicht von der Wahl der Darstellung einer rationa-
len Zahl ab, solange man verlangt, dass die Nenner positiv sind. FUr verschiedene
Darstellungen derselben rationalen Zahl gilt ja

n_-»° [ nd = mp. L1

m q
Die rationalen Zahlen bilden eine echte Teilmenge der reellen Zahlen. Sie
liegen aber dicht in R.

Satz  Zu zwei beliebigen reellen Zahlen a < b existiert immer eine rationale
Zahlr mita<r<b. [

1l Sei a < b. Dann ist b —a > 0, und es existiert 1o eine natirliche Zahl
m [CNImit

1
0<—<b-—a.
m

Dies ist aquivalent mit 1 < bm —am oder am + 1 < bm. Fir die nach dem Satz
vom Minimum ;7 existierende ganze Zahl

n Cmin{k ZI k>am}
gilt dann am < n [ain + 1 < bm. Division durch m > 0 ergibt

n
a<—<bh.
m
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3.3 — Eindeutigkeit der reellen Zahlen

Die rationale Zahl r = n/m hat also die gewlnschte Eigenschaft. (Il

3.3
Eindeutigkeit der reellen Zahlen

Nachdem Q als dichte Teilmenge von R definiert ist, kbnnen wir noch kurz
die Eindeutigkeit der reellen Zahlen ansprechen. Es ist durchaus moglich, ganz
unterschiedliche Modelle der reellen Zahlen zu konstruieren — also total geordnete
Mengen mit zwei Operationen, in denen samtliche geforderten Axiome gelten.
Diese verschiedenen Modelle sind jedoch alle von derselben Gestalt — man kann
sie mitsamt ihren Strukturen eins-zu-eins aufeinander abbilden. Mathematisch
gesprochen sind sie isomorph.

Im Fall der reellen Zahlen bedeutet dies Folgendes.

Isomorphiesatz  Sind (R, +, -, <) und (K, CL 1) kwei vollstdndige ange-
ordnete Korper, so existiert eine bijektive Abbildung ®©: R - K derart,
dass

P(x+y) =0 (x) CDy),
d(x-y) =0(x) LDy)
und
x<y [Ofx) Ca(y)
far alle x,y [CRlgilt. [ 1

Es spielt also zum Beispiel keine Rolle, ob ich zwei Operanden zuerst in R
addiere und das Ergebnis mit ® abbilde, oder ob ich zuerst die Operanden mit ¢
abbilde und danach in K addiere.

i Beweisskizze  Fur jede Abbildung @ mit den geforderten Eigenschaften
gilt beispielsweise

D(x) = D(x + 0) = d(x) [COKO)

fur alle x Rl Also ist notwendigerweise ®(0) = 0, das neutrale Element der
Addition in K. Analog ist ®(1) = 1 das neutrale Element der Multiplikation in K.
Daher definieren wir

®0) CO &) CO

3.15
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3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

Damit ist aber ® auch schon fur alle nattirlichen Zahlen festgelegt, wie beispiels-
weise

PR2)=(1+1)=01) (1) =1 TI= 2.

Mithilfe der Kdrperoperationen ist damit ® auch fur die ganzen und rationalen
Zahlen eindeutig festgelegt. Und mithilfe der Vollstandigkeit dann auch fir alle
nicht-reellen, also irrationalen Zahlen .05 . [

3.4
Abzahlbarkeit und Machtigkeit

Gibt es mehr rationale Zahlen als natirliche Zahlen? Gibt es mehr reelle
Zahlen als rationale Zahlen? Und gibt es Mengen, die >noch gréf3er< sind als die
Menge der reellen Zahlen? Um diese Fragen zu beantworten, definieren wir zuerst,
wann wir zwei Mengen als >gleich groR< ansehen wollen.

Definition  Zwei nichtleere Mengen A und B hei3en gleichmachtig, geschrieben
A [B] wenn sie bijektiv aufeinander abgebildet werden kénnen. [

Diese Definition entspricht der intuitiven Vorstellung. Kénnen wir die Ele-
mente zweier Mengen paarweise zuordnen, ohne dass am Ende ein Element tbrig
bleibt, so betrachten wir diese Mengen als gleich gro3. Dazu mussen wir die
Mengen nicht einmal abz&hlen oder auf andere Weise ihre Grofl3e quantifizieren.

O [ensichtlich definiert [eine Aquivalenzrelation, deren Klassen aus gleich-
machtigen Mengen bestehen.

I"a. Die Mengen {H, i, I, f, e} und { CLIIIT 11 1T} $ind gleichméchtig.
b. Die Mengen N und 2N = {2n:n [NE sind gleichméchtig, eine Bijektion
ist zum Beispiel n [2A.
c. Ebenso sind N und Z gleichméchtig, eine Bijektion ist beispielsweise

1
L2, n gerade,

N-Z n
% —n)/2, nungerade.

Diese nummeriert Z als Folge 0,1,-1,2,—2,3,—3,.. durch. 111
Als Standardmengen fur endliche Mengen definieren wir
Ao CII 1
An LAp- {0} ={1,..,n}, n L1
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34 — Abzahlbarkeit und Machtigkeit

Die Mengen A, sind tatséchlich nicht gleichmachtig und von N verschieden, wie
die beiden folgenden Satze zeigen.

Satz  Es gilt A, AL genau dann, wenn m=n. [ ]

mm C_ist m = n, so sind die beiden Mengen gleich, also erst recht
gleichmaéchtig.

[1Sei umgekehrt A, A}, wobei wir 1 [Cml [Cnlannehmen darfen. Wir
argumentieren induktiv beztglich n. Fur n =1 ist m = n, und die Behauptung
ist wahr. Ist n > 1, so existiert nach Annahme zwischen beiden Mengen eine
Bijektion. Dann gibt es aber auch eine Bijektion mit m [CnlDie Einschrankung
dieser Bijektion auf Ay—1 ist dann auch eine Bijektion zwischen Ap—1 und Ap—1,

esist also Ayp—1 [CAkK—1. Nach Induktionsannahme folgt hieraus m—1=n—1.

Also ist m = n, und wir sind fertig. 1
Satz Esist A, [NIfuralle n CNlL [1
i Der Beweis ist als Ubungsaufgabe (iberlassen 4.q5. D

Definition Eine nichtleere Menge M heil3t
(i) endlich, falls M [CA}, fur ein n [N,
(i) abzahlbar unendlich, falls M [N,
(iii) abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahlbar unendlich ist,
(iv) Uberabzahlbar, wenn sie nicht abzahlbar ist. [

Wegen des vorangehenden Satzes ist eine Menge nicht gleichzeitig endlich
und abzahlbar unendlich. Die Definition ist also sinnvoll.

Definition Die Kardinalitéat einer Menge ist 2

1
Lal falls M A},

sonst. L1

M]

Andere gebrauchliche Bezeichnungen sind card M, Anz(M) oder #M. Die
so definierte Anzahlfunktion macht keinen Unterschied zwischen >abzahlbar
unendlich< und >tberabzahlbar«.

2 Die Striche |-| werden in der Mathematik vielfach verwendet — fiir den Betrag einer reellen Zahl,
die Lange eines Intervalls, die Kardinalitat einer Menge, und manches andere. Es sollte jeweils aus dem
Kontext erkennbar sein, was gemeint ist.
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3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

= Abzé&hlbare Mengen

Zunéchst einige Beobachtungen zu abzéhlbaren Mengen. Es Uiberrascht nicht,
dass Teilmengen abz&hlbarer Mengen wieder abzahlbar sind. Zuerst betrachten
wir die Menge N selbst.

Satz Jede Teilmenge von N ist entweder endlich oder abzahlbar unendlich. [

i Man zeigt durch Induktion Gber das Maximum, dass jede beschrankte
Teilmenge A von N endlich ist 5.13. Ist also A nicht endlich, so ist A jedenfalls
unbeschrankt. Wir kdnnen dann eine Abbildung

®: N-A
induktiv definieren durch
@(1) CminA,
@(n+1) [mlin quI:q>cp(n)I:,' n [Tl
Aus dieser Definition folgt @(1) < @(2) < .. und allgemein
e(M) <@(m), n<m.

Die Funktion ¢ ist, wie man sagt 719, streng monoton steigend. Hieraus folgt,
dass sie auch injektiv ist.
Bleibt zu zeigen, dass ¢ surjektiv auf A ist. Zu beliebigen p [CAlsollte

[ 1

n Cmlin m CNI: @(m) [Cpl
der richtige Kandidat sein. In der Tat folgt unmittelbar aus dieser Definition

@(n) Cpl
FOr n > 1 gilt auBerdem ¢@(n — 1) < p, denn @(n — 1) [plwiderspréache der
Definition von n. Mit der Definition von ¢ erhalten wir

| (.

@) =min q LAl g>¢(n—1) L[p]

denn p ist ja Element der Menge in der Mitte. Aus den beiden letzten Ungleichun-

gen folgt @(n) = p. I

Bemerkung Eine Bijektion ¢@: N - M kann man als sDurchnummerierung<
aller Elemente von M au [asken. Sie erlaubt es, alle Elemente in Form einer Folge
ma1, M2, Mz, .. mit mp = ¢@(n) hinzuschreiben, so dass

[ 1
M=¢(N)= mp:n [11.

Obendrein tritt jedes Folgenglied genau einmal auf. [1
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Abb 2 Zum Beweis von Satz 23

1 2 3 n N
[ 2 @ & . 4
0]
o 3 . o
min A p=@(n) A

Da jede abz&ahlbare Menge bijektiv auf N oder eine der Mengen A, abgebil-
det werden kann, folgt aus diesem Satz das entsprechende Result fir beliebige
abzahlbare Mengen.

24 Korollar Jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge ist abzahlbar. [

Abzéahlbarkeit >vererbt< sich also auf Teilmengen - was nicht wirklich tber-
rascht. Interessanter ist da die Frage, ob zum Beispiel »abz&hlbar x abzahlbar =
abzahlbar« gilt. Das ist in der Tat richtig.

25 Satz Die Menge N x N ist abzahlbar. [ 1

wmm Wir ordnen die Elemente von N =< N in folgendem Matrixschema an:

a1 @2 @,3) ---
2,1 2.2 2,3) ---
3,1) (3,2) (3,3) ---

Dieses zahlen wir mit dem Cantorschen Diagonalverfahren ab, indem wir sukzes-
sive die Diagonalen durchnummerieren, deren Elemente (n, m) dieselbe Summe
n +m haben. Die ersten Glieder dieser Diagonalnummerierung sind

1. 1),

(2,1),1,2),

(3.1).(2,2),(1,3),

4,1),3,2),(2,3),(1,4), ... .

Dies ist moglich, da jede dieser Diagonalen nur endlich viele Elemente besitzt,
und liefert eine Bijektion N - N > N. (0

26 Korollar Das kartesische Produkt zweier und allgemeiner endlich vieler
abzahlbarer Mengen ist abzahlbar.
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wm Wir betrachten nur den Fall zweier abzahlbar unendlicher Mengen. Es
sei also A [Nlund B NI Dann aber ist A < B [CNIx N, und die Behauptung
folgt mit N < N [CNIlaus dem vorangehenden Satz.

Das kartesische Produkt von mehr als zwei, aber endlich vielen abzahlbaren
Mengen behandelt man mit Induktion tber die Anzahl der Faktoren. [0

Satz Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzahlbar. [

i Wahlen wir fur jede rationale Zahl auf irgendeine Weise eine eindeutige
Darstellung r = n/m mit n Zlund m [N, so erhalten wir eine Bijektion
zwischen Q und einer Teilmenge von Z x N. Da diese Teilmenge abzahlbar ist,
ist auch Q abzahlbar.

= Uberabziahlbare Mengen

Wir klaren zunéchst die Frage, ob es Uberhaupt Gberabzahlbare Mengen gibt.
Der néchste Satz fuhrt zu einer positiven Antwort.

Satz Es gibt keine Surjektion einer beliebigen Menge X auf P(X). [ 1

mmm Far X = [ist P(X) = { [} Da die Bildmenge einer auf der leeren
Menge definierten Abbildung ebenfalls leer ist und somit [Cnitht zu deren Bild
gehoren kann, ist die Behauptung in diesem Fall richtig.

Sei jetzt X # [CuAd ¢: X - P(X) eine beliebige Abbildung. Betrachte

A X CXI: x CB(x)} CP(X).
Angenommen, es gibt ein a X1 mit
d(a) = A.

Ware a [CAl so folgt a C®a) = A aufgrund der Definition von A. Ware aber
a [CA, so bedeutet dies a @ a), und es folgt a = A. Das klappt also hinten
und vorne nicht, und so kann es kein a [XI mit ®(a) = A geben. Also ist ®
nicht surjektiv. 10

Da man die Menge X durch

X - PCX), x 8

bijektiv auf eine Teilmenge von P(X) abbilden kann, ist P(X) immer machtiger
als X. Somit ist P(N) machtiger als N und damit tiberabzahlbar. Es ist sogar
jede der Mengen

N, P(N), P(P(N)),  PPP(N))),
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machtiger als die vorangehende, ad infinitum. Es gibt somit mindestens unendlich
viele verschiedene Unendlichkeiten ... . — Aber was gilt fur die reellen Zahlen?

Satz Die Menge R der reellen Zahlen ist Uberabzahlbar. [ 1
[ Angenommen, R ist abzéhlbar. Dann gibt es eine Nummerierung 3
X0, X1, X2, X3, ..

aller reellen Zahlen. Wir konstruieren dann eine weitere reelle Zahl &, die nicht
in dieser Nummerierung vorkommt.
Wir konstruieren & mithilfe einer fallenden Folge von Intervallen

In = [an,bn], n Q]

die wir induktiv definieren. Als 1o wahlen wir ein beliebiges abgeschlossenes
Intervall, das nicht den Punkt xo enthalt:

lo [Eo, bo] OX{.

Ist nun Ih—; flir n > 0 bereits konstruiert, so wahlen wir I, als linkes oder
rechtes abgeschlossenes Drittel von I,—1 so, dass

|n I:I.anrbn] m

Das ist immer mdoglich, da x, nicht in beiden Dritteln gleichzeitig enthalten sein
kein. O [Cedsichtlich ist I, [T 1.
FUr die Randpunkte der so definierten Intervalle gilt

ao Al [a] C1[@al <b, C1CDH] [b] [Chy, n [0l
Also gilt auch
A [{a, : n [0} <B [{b,: n CO}.

Insbesondere ist A nach oben beschrankt, und es existiert & = sup A wegen der
Vollstandigkeit von R. Es gilt dann

A CE10B]

denn alle Elemente von B sind obere Schranken von A, und g ist die kleinste
obere Schranke. Somit gilt

& 14, n 0Ol

Aufgrund der Konstruktion der Intervalle I, bedeutet dies aber, dass & # xn
fur alle n Q1 Wir haben also eine reelle Zahl & gefunden, die nicht in der
Aufzéhlung Xp, X1, X2, .. enthalten ist — ein Widerspruch. [

8 Wir fangen zur Abwechslung bei 0 an.
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Bemerkungen a. Die Intervalle I, bilden eine sogenannte Intervallschach-

telung a-2.39.

b. Aus der Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen ergibt sich, dass auch das
kartesische Produkt abzahlbar unendlich vieler endlicher Mengen mit mindestens
zwei Elementen Uberabzahlbar ist. [

3.5
Etwas Kombinatorik

Wir erwdhnen noch einige elementare Sétze der Kombinatorik, die samtlich
mittels vollsténdiger Induktion bewiesen werden, beispielsweise Satze tUber die
Anzahl von Teilmengen, Permutationen, und Auswahlmengen. Ein wesentliches
Ergebnis ist hierbei die allgemeine binomische Formel.

Satz Eine n-elementige Menge M besitzt genau 2" verschiedene Teilmengen:
[PV =2MI
1 Induktionsanfang: Dies gilt bereits fir n =0, also M = [_dknn
|O=0, |P(OF {OF1=2°

Fir n = 1 rechnet man dies genau so nach. Induktionsschluss: Der Satz gelte fur
jede n-elementige Menge M. Sei

M, =M CH}
eine n + 1-elementige Menge — wir nehmen also + [CM an. Dann gilt
?(M+) = P+ EEl,

wobei P, alle Teilmengen von M, umfasst, die + enthalten, und P_ die Ubrigen,
die dieses Element nicht enthalten. Diese beiden Familien sind also disjunkt.
AuBerdem kénnen wir P_ unmittelbar mit der Potenzmenge von M identifizieren.
Dasselbe gilt fur P+, denn jede Menge in P. entsteht durch Hinzunahme von +
zu einer Teilmenge von M. Daher gilt mit der Induktionsannahme

[P(M)] = [P« + |P-| = [P(M)]| + [P(M)| = 2-2" = 2",
Damit sind wir fertig. I

Als Nachstes betrachten wir die Anzahl aller moglichen Bijektionen einer
n-elementigen Menge auf sich. Dies ist gleichbedeutend mit der Frage, wieviele
Vertauschungen der Elemente eines n-Tupels es gibt.
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Satz Es gibt genau n! verschiedene Permutationen von n Objekten. [ 1

il Induktionsanfang:  Fir ein einziges Objekt gibt es genau eine Mdglich-
keit der Anordung, die Anzahl ist also 1 = 1!.

Induktionsschluss: Haben wir n + 1 Objekte, so haben wir flr die Wahl des
ersten Elements der Anordnung genau n + 1 Mdglichkeiten. Danach bleiben uns
noch n Elemente fur die weitere Anordnung. Wenden wir hierauf die Induktions-
annahme an, so erhalten wir als Gesamtzahl der Anordungsmoglichkeiten

(n+1)-n!'=(n+1)!. mm

SchlieBlich fragen wir nach der Zahl aller moglichen m-elementigen Teilmen-
gen einer n-elementigen Menge.

Satz Eine n-elementige Menge M besitzt genau
1
n n!

=
m m!(n —m)!
m-elementige Teilmengen, wobei 0 Cm [Nl [

An dieser Stelle zeigt sich der Sinn der Vereinbarung 0! = 1. Denn

. ] - -
" - " -1 nrCo
0 n

ist die korrekte Anzahl von Teilmengen fur diese Falle.

mm Die Gesamtzahl aller m-Tupel, die sich aus n [ Elementen bilden

lassen, ist
n!
nn—21)-(n—m+1)= —m!’
denn sukzessive kénnen wir aus n, n—1, ..., n—m+1 Elementen fir die nachste

Komponente auswéhlen. Da es bei Mengen aber nicht auf die Reihenfolge der
Elemente ankommt, missen wir noch durch die Anzahl aller méglichen Permu-
tationen von m Elementen dividieren. Somit ist die Anzahl aller m-elementigen
Teilmengen gleich

I -

1 n! n
_— = (I
m! (n—m)! m

[T"Beispiel Es gibt

I Y —

49

6 = 10068347520

Moglichkeiten, 6 aus 49 zu spielen. 11
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Die im vorangehenden Satz auftretenden Ausdriicke heiRen Binomialkoef-
fizienten und treten in vielen Fragestellungen der Kombinatorik und Statistik
auf. FUr uns spielen sie vor allem eine Rolle in der binomischen Formel und der
Produktregel der Di Lerenziation. — Zunéchst die elementarsten Eigenschaften
dieser Koe [ziehten.

Satz Fur alle 0 [Cm [Cnlgilt

N | N B 1
n _ n

m n—m

sowie fur 1 [Cm [Cnl

1 I I N | N N By B

n n n+1
+ = . 1
m-—1 m m

Man beachte, dass dies die binomischen Koe [ ziehten rekursiv beschreibt.

um Die erste Identitat ergibt sich sofort. Die zweite Identitat ist eine direkte

Rechnung:
—1 a1
n n n! n!
+ = +
m-—1 m (m—-1!'(n—m+1)! m!(n —m)!
_ n! g 1
T (mM-1)!(n-m)! n—-m+1 m
_ n! n+1
T (m-1)!(n-m)! m(h—-m+1
( )I( ) |:(| m )
(n+1)! _ n+1
T mi(n—-m+1)! Kk

Aus der letzten Formel ergibt sich, dass bei Anordnpng-ger Binomialkoe =1
zienten im Pascalschen Dreieck wie in Abbildung 3-mit [ an der m-ten Stelle
in der n-ten Zeile, wobei die Zahlung bei Null beginnt - jedes Element die Summe
der beiden direkt Uber ihm stehenden Elemente ist.

Binomische Formel Fur alle reellen Zahlen a und b und alle n CQlgilt

B

(@a+b)" = a"kpk.
k=0 k

i Induktionsanfang: FUr n = 0 reduziert sich die Behauptung auf 1 =1,
und far n =1 gilt
k al ™ pk=a'bh® +a’b! =a+b = (a+b)’.
k=0
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Abb 3 Die ersten sieben Zeilen des Pascalschen Dreiecks

Dies ist also korrekt. Induktionsschluss: Nehmen wir die Gultigkeit der Formel

fur irgendein n [Tlan, so folgt
a+b)"'=(a+b)(a+b)"=(a+b ankpk
( k
k=0

k=0 k=0 K

Nach Umnummerierung k +1 - k wird

- —,
r‘l—kbk+l

a n—k+1bk + aObn+l’

k=0 K k=1 K71

wahrend
“ anK+lpk = gn+1p0 4 “ ahk+lpk

k=0 K k=1 k
Mit 33

1 CICrca1 .1

n n n+1
+ =
k—1 k k

erhalten wir also
an+1—kbk + aObn+1

el
- k

a”"'l_kbk,

1
n+l _ n+1,0 ‘ﬁ!‘_l
(a+b) =a""bY + K
k=1

k=0

was der Behauptung fur n + 1 entspricht. D

3.25



82 3 — Naturliche, ganze und rationale Zahlen

Mit den binomischen Formeln fur (1 +1)" =2" und (1 —1)" =0 erhalten
wir zum Beispiel folgendes

35 Korollar For alle n CTgilt

ﬂj | k':':'n
=2", (-1 K =0. 1
k=0 k=0
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