Stetigkeit

Mit dem Begri [C_dér Stetigkeit verbindet sich die Vorstellung einer Bewegung
ohne abrupte Spriinge, oder einer Kurve, die man »in einem Zug und ohne
abzusetzen«< zeichnen kann.

Naturlich ist dies keine mathematische Definition. So gibt es stetige Kurven,
die ein Quadrat vollstandig ausfullen und sich damit jedem Zeichenversuch ent-
ziehen. Oder es gibt Funktionen, die in irrationalen Punkten stetig, in rationalen
Punkten dagegen unstetig sind.

Préaziser ist schon folgende Vorstellung. Wenn man sich mit dem Argument
einer Funktion einem festen Punkt nahert, so sollten sich auch die zugehorigen
Funktionswerte einem festen Wert nadhern, und nicht wild herumspringen. Be-
schreiben wir den Abstand zum festen Punkt durch & und den Abstand zum
festen Wert durch €, so erhalten wir bereits den Begri [_dér Stetigkeit in einem
Punkt in der heute Ublichen e-5-Charakterisierung.

Anders als in der naiven Vorstellung ist diese Stetigkeit aber lediglich eine
lokale Eigenschaft. Sie kommt einem einzelnen Punkt im Definitionsbereich zu
und hangt ausschlie3lich vom Verhalten der Funktion in einer kleinen Umgebung
dieses Punktes ab.

Erst die Stetigkeit in allen Punkten des Definitionsbereichs kommt der naiven
Vorstellung néher. Sie bildet die Grundlage fur so fundamentale Satze wie den
Zwischenwertsatz, den Satz Giber Umkehrfunktionen oder den Satz Giber Minimum
& Maximum.
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Abb 1

Im Punkt a stetige
Funktion

V =Us(a)

€
f(a) / W = Ue(f(a))

7.1
Stetige Funktionen und Abbildungen

Wir betrachten zuerst reelle Funktionen f: D - R, wobei D eine beliebige
Teilmenge der reellen Zahlen bezeichnet. Dafur schreiben wir auch kurz
f: R[D- R.

Typischerweise ist D ein Intervall, aber dies spielt fur die folgenden Betrachtun-
gen keine Rolle.

Definition Eine Funktion f: R - R heif3t stetig im Punkt a [CDI, wenn es
zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass
t D CJi—-al<d CH@)—f@|<e [ (1)

Drucken wir dies mit Umgebungen aus, so ist eine Funktion f: D - R stetig
im Punkt a [CDI, wenn es zu jedem € >0 ein & > 0 gibt, so dass f jeden Punkt
in Us(a) n D auf einen Punkt in Ug(f(a)) abbildet. Es gilt also

t [Us(a) nD [CA(t) CUI(F()), 2
oder noch klrzer
f(Us(a) n D) CUI(f(a). (3)

FUr den Graphen von f bedeutet dies, dass es zu jedem horizontalen &-Streifen
W um den Bildpunkt f(a) einen vertikalen &-Streifen V um den Urbildpunkt a
gibt, so dass der Graph von f Uber V n D ganz in W enthalten ist app1 -

Man beachte, dass nur solche t [Uk(a) betrachtet werden, die auch zum
Definitionsbereich D von f gehdren. Es wird nicht vorausgesetzt, dass f auf der
gesamten d-Umgebung von a definiert ist.
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7.1 — Stetige Funktionen und Abbildungen

Abb 2
Im Punkt a unstetige P
Funktion g
€
f(a) .

II"Beispiele a. Eine konstante Funktion t [Cclst in jedem Punkt stetig.
b. Eine lineare Funktion t [Cmk + b ist in jedem Punkt stetig. Denn zu
€ >0 wahle
_ €
T 1+ m|

Far |t —a] < & giltdann
|(mt+b)—(ma+b)| CJh||t—a] <|m|d <E.

Dieses & kdnnen wir unabhangig vom Punkt t wahlen.
c. Fur die Parabel t C¥21gilt aufgrund der zweiten binomischen Formel

[t?2—a%|=|t—a||t+al.

In einer kleinen Umgebung von a ist |t +a| < 1 + |a|. Wahlen wir also

3
1+]a]

[t—al<do=
fir alle € > 0 hinreichend klein, so wird

[t2—a%|<3|t+a| <e.
In diesem Fall hangt & sowohl von € als auch von a ab. 111

Definition Eine Funktion f: R - R heif3t unstetig im Punkt a [CDI, wenn
sie dort nicht stetig ist. [ 1

Somit ist f im Punkt a unstetig, wenn es ein € > 0 gibt, so dass in jeder
5-Umgebung von a wenigstens ein Punkt t [CDI existiert, so dass

f(t) CW(f(a)).

Stetigkeit in einem Punkt ist eine lokale Eigenschaft. Das heil3t, sie hangt
nur vom Verhalten der Funktion in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses
Punktes ab. Mehr noch, man kann von der Stetigkeit in einem Punkt a nicht auf
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164 7 — Stetigkeit

Abb 3

Signumfunktion 16

die Stetigkeit in einem anderen Punkt b schlieen, auch wenn er noch so nahe
bei a liegt. Ein Beispiel hierfir ist die Thomaefunktion 4.12 .
Nun noch die globale Stetigkeit.

Definition Eine Funktion f: D - R heil3t stetig auf D, oder kurz stetig, wenn
sie in jedem Punkt von D stetig ist. [

Umgekehrt ist f auf D unstetig, wenn sie in wenigstens einem Punkt von D
unstetig ist. Ein unstetiger Punkt gentgt also, um die Stetigkeit auf ganz D zu
ruinieren.

2 I"a. Die Betragsfunktion t [Ji]l ist auf R stetig.

b. Die Vorzeichen- oder Signumfunktion
L1

%1, t>0

sgn: R - R, sgn(t)=§, t=0
=1, t<O

ist in 0 unstetig und in allen anderen Punkten stetig.
c. Die GauBBklammer t []f] ist in jedem Punkt a [CRI [ Zlstetig und in
jedem Punkt a [Zlunstetig.

d. Die Dirichletfunktion
1
; t
d: RoR, 3()= Q
Lol t rq
ist in keinem Punkt stetig.
e. Ist f: D - R stetig, so ist auch die Einschrankung von f auf eine
beliebige Teilmenge von D stetig. Fur die Stetigkeit ist es daher unerheblich, ob
die Definitionsmenge D eine >schéne« Menge ist. 111

= Stetige Abbildungen

Der Begri [Cder Stetigkeit ist nicht nur fur reellwertige Funktionen auf der
reellen Geraden erklart. Er ist auch sinnvoll fur Abbildungen zwischen Raumen,
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7.1 — Stetige Funktionen und Abbildungen

Abb 4

Im Punkt a stetige f J— :
Abbildung =TT (Us (@)

°

Vs (@) Ue ((2))

in denen in irgendeiner Weise ein Abstand definiert ist. Als erste Verallgemeine-
rung in diese Richtung definieren wir nun Stetigkeit fur Abbildungen zwischen
normierten Vektorraumen. Fur den Anfang kann man sich darunter den R" und
R™ mit der euklidischen Norm vorstellen.

Seien (E, [c1g) und (F, CIg) normierte Vektorraume und

f: ECD-F

eine Abbildung, wobei D eine beliebige Teilmenge von E sein darf. Die Stetig-
keitsdefinition ;1 Ubertréagt sich auf diese Situation, wenn wir den reellen Betrag
durch die entsprechenden Normen ersetzen.

Definition Eine Abbildung f: E DI - F heifdt stetig im Punkt a [DI, wenn es
zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass

x [DO [IXFalgkd [IEx) —f(a)lrk¢«. 1
Um dies wie in (2) und (3) durch Umgebungen auszudrucken, sei
Us(a) X [El. X algk &},
Ue(b) Ly CEL yl-blgke}.
Dann erhalten wir folgende

Aquivalente Definition Eine Abbildung f: E - F heiBt stetig in a D,
wenn zu jeder e-Umgebung um f(a) eine 3-Umgebung um a existiert, so
dass

f(Us(a) n D) CUI(f(a)). [ 1

Fir D [CR und F = R erhalten wir wieder unsere Definition fur reelle
Funktionen ;. — Globale Stetigkeit ist wie zuvor erklart:

Definition Eine Abbildung f: E - F hei3t stetig auf D, oder kurz stetig,
wenn sie in jedem Punkt von D stetigist. [ 1

7.5

165



166

7 — Stetigkeit

= Das Folgenkriterium

Der nachste Satz charakterisiert Stetigkeit mithilfe von Folgen. Dies erlaubt
uns, Stetigkeitssatze aus entsprechenden Séatzen Uber Folgen zu erhalten.

Folgenkriterium Eine Abbildung f: E DI - F ist stetig im Punkt a
genau dann, wenn fir jede Folge (xn) in D gilt:

'!im Xp =a I:r!]m f(xn) =f(a). 1

Wichtig: Dies muss fur jede Folge in D mit Grenzwert a gelten, nicht nur
flr eine, die einem gerade gut passt.

mm C1Sei f stetig in a und (xn) eine beliebige gegen a konvergierende
Folge in D. Sei € > 0. Dann existiert dazu ein & > 0, so dass

M(x) —f(a) (K&, x [Tk(a) n D.

Wegen x, - a existiert zu diesem & >0 ein N [1] so dass
x} —algk o, n [N

Da alle x,, in D liegen, gilt auch x, [CUk(a) n D fur n NI, und wir erhalten
0(xn) —f(@) [k &, n [N

Da fir jedes € > 0 ein solches N [Tlexistiert, gilt f(xn) - f(a).
[ 1Wir zeigen die Kontraposition. Angenommen, f ist nicht stetig in a.
Dann gibt es ein € > 0 und zu jedem n [Tleinen Punkt x, [O}/,(a) n D mit

Exn) — f(a) [ICE]
Wir erhalten eine Folge (xn) in D mit x, - a, aber f(x,) CI(h). 0D
Die Negation des Folgenkriteriums 3 ergibt ein handliches

Unstetigkeitskriterium  Gibt es wenigstens eine Folge (xp) in D mit x, - a,
aber f(x,) CI(h), soist f im Punkt a unstetig. [ 1

[T Beispiele a. Die GauRklammer ist unstetig in jedem Punkt m [Z] denn
r!tngg[m—l/n]=m—1¢[m]=m.
b. Die Signumfunktion ist unstetig im Punkt O, denn
r!trgo sgn(—1/n) = —1, r!'f?o sgn(1/n) =1,
aber sgn(0) =0. 1
Nun noch die globale Version des Folgenkriteriums. Der Beweis sei als Ubung

Uberlassen 5.
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7.1 — Stetige Funktionen und Abbildungen

Satz Eine Abbildung f: E - F ist stetig auf ganz D, wenn sie jede
konvergente Folge in D in eine konvergente Folge in F abbildet. [

Ist also f auf D stetig und konvergiert die Folge (xn) in D, so gilt
Jim o) = £Jim o).

Bei stetigen Funktionen darf man also >lim< und >f« vertauschen.

= Stetigkeitssatze

Wie bei der Konvergenz von Folgen fragen wir nun, wie sich Stetigkeit mit
Korper- und Vektorraumoperationen vertragt. Zuerst betrachten wir reellwertige
Funktionen auf einer beliebigen Teilmenge D eines normierten Vektorraums E
und die Kérperoperationen in R.

Satz  Sind die Funktionen f,g: E Dl - R stetig im Punkt a D], so sind es
auch die Funktionen f + g, fg sowie f/g, falls g(a) #0. [ 1

[ Betrachte zum Beispiel f/g. Ist (x,) eine beliebige Folge in D mit
Grenzwert a, so gilt aufgrund der Stetigkeit von f und g 3

f&xn) -~ (@),  gxn) - 9(a).

Wegen g(a) # 0 gilt dann auchs7 f(xn)/g(xn) - f(a)/g(a). Das ist gleichbe-
deutend mit

F/9)(xn) - (F/9)(@).

Da dies fur jede solche Folge gilt, ist f/g in a stetig 3. Alles Ubrige beweist man
genauso. [

Korollar  Sind die Funktionen f,g: D - R stetig auf D, so sind es auch die
Funktionen f + g, fg sowie f/g, falls g #0 aufganz D. [ 1

Bemerkung Aufgrund dieses Satzes bildet der Raum
C1 . . 1
C(D) 1 : D - R : fiststetig auf D

einen reellen linearen Vektorraum. Da auch das Produkt zweier Elemente in ihm
erklart ist, ist er sogar eine Algebra. [

7.7
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168 7 — Stetigkeit

I Beispiel  Aus der Stetigkeit der konstanten Funktionen und der Identitats-
funktion folgt ¢ die Stetigkeit aller Polynome, also Funktionen p: R - R der
Gestalt

p(t) = ant" +an-1t"t + .. +ait + ag
mit reellen Koe [ziehten ag, ..,an. 11

Fur Abbildungen in einen beliebigen normierten Vektorraum F sind lediglich
Linearkombinationen erklart. Der entsprechende Satz lautet hier 537:

8 Satz Sind die Abbildungen f,g: E [CDI- F stetig im Punkt a D], so ist es
auch jede Linearkombination Af + pug: D - F. Entsprechendes gilt fur
die Stetigkeit aufganz D. [ 1

Wir betrachten nun die Komposition zweier stetiger Abbildungen. Vorausge-
setzt wird dabei naturlich, dass diese Komposition wohldefiniert ist.

9 Satz Die Komposition g-f sei auf D wohldefiniert. Ist f stetig im Punkt
a [Dlund g stetig im Punkt f(a), so ist auch g f stetig im Punkt a. [

i Sei (Xn) eine konvergente Folge in D mit X, - a. Aufgrund der Stetig-
keit von f gilt dann f(xn) - f(a) 3. Dann gilt auch g(f(xn)) - g(f(a)) wegen
der Stetigkeit von g im Punkt f(a) 3. Somit gilt auch

(g-F)xn) - (g-f)(a).
Da dies fur jede Folge (Xn) in D mit X, - a gilt, ist g = f im Punkt a stetig. mm

10 Korollar Ist f stetig auf D und g stetig auf einer Obermenge von (D),
so ist auch g f stetigauf D. [ 1

Die Funktion

1
t CA+1t2

ist auf R stetig. Denn das Polynom 1 + t? ist auf R stetig und nichtnegativ, und
die Wurzel ist auf [0, o) ebenfalls stetig, wie wir in Abschnitt 2 sehen werden. 11

= Lipschitzstetige Abbildungen

Eine wichtige und sehr handliche Klasse stetiger Abbildungen bilden die
lipschitzstetigen Abbildungen.
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7.1 — Stetige Funktionen und Abbildungen 169

Abb 5
Komposition von °
f g
fund g f(a)
ae e g(f(a))
geof

Definition Eine Abbildung f: E - F heift lipschitzstetig auf D, wenn es
eine Konstante L [Qlgibt, genannt Lipschitzkonstante, so dass

0qu) — f(v) [ - v ] u,v Dl
Eine solche Funktion mit Lipschitzkonstante L hei3t auch L-lipschitz. [
Bemerkungen a. Mit L ist auch jede reelle Zahl LP[TJeine Lipschitzkon-

stante.
b. Ist f lipschitz auf D, so ist

s < () Bk {1 =
L= ?:le?m [ul v [g] =

u\v

und dies ist auch die kleinstmoégliche Lipschitzkonstante auf D 4.17.
c. Lipschitzstetige Funktionen heif3en auch dehnungsbeschrankt, was diese
Eigenschaft recht anschaulich beschreibt. [

Die Berechtigung der Bezeichnung ergibt sich aus dem néchsten Lemma.
11 Lemma Jede lipschitzstetige Funktion ist stetig. [ 1

o Sei f L-lipschitz. Zu gegebenem € > 0 wahle man 8 = /(L +1) > 0.
Far alle u,v im Definitionsbereich von f mit [l v [gk & gilt dann

Oqu) — f(v) [((1[u- vk Ld = L+18<8'

Da & unabhéngig vom betrachteten Punkt ist, folgt daraus die Stetigkeit von f
auf dem gesamten Definitionsbereich. i

—a. Auf jedem normierten Raum sind konstante Funktionen O-lipschitz, und
die Identitat ist 1-lipschitz.
b. Auf jedem normierten Raum ist die Norm [-Id-lipschitz, denn dies ist
gerade die umgekehrte Dreiecksungleichung,

%IIEI IA—LI&I][I—VL.—_I

Insbesondere ist die Betragsfunktion |-| 1-lipschitz auf R.
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c. Auf C sind die Abbildungen

z LI¥1 z [LI4] z [Zz1

samtlich 1-lipschitz. Zum Beispiel ist
-Z wW-—-w —w|+|zZ—w]|
|IIJ—II|=%2i BT %ﬁ > =|z—w].

d. Die Parabel t [f2ist auf R nicht lipschitz, denn fiir u>v =0 ist

lu? —v?| _ Ju?]| _
[u—vi] [ul

lul

nicht beschréankt. Sie ist aber lipschitz auf jedem beschrankten Intervall g.15. 111

7.2
Stetige Funktionen auf Intervallen

Wir betrachten nun einige fundamentale Eigenschaften stetiger reellwertiger
Funktionen auf einem Intervall, also Funktionen f: [a,b] - R. Dazu z&hlen
der Zwischenwertsatz 14, der Satz Gber Umkehrfunktionen 15, und der Satz vom
Minimum & Maximum 1. — Zuerst die Zwischenwertsatze.

Zwischenwertsatz von Bolzano Sei f: [a,b] - R stetig und f(a) # f(b).
Dann existiert zu jeder reellen Zahl w zwischen f(a) und f(b) minde-
stens ein Punkt ¢ [C(@,b) mit f(c) =w. [

Bemerkung Der Zwischenwertsatz gilt o Cedsichtlich nicht, wenn f nicht
stetig oder der Definitionsbereich kein Intervall ist — siehe Abbildung 7. [1

m Wir kdnnen annehmen, dass f(a) <w < f(b). Andernfalls gehen wir
zur Funktion —f und dem Zwischenwert —w uber und wenden den folgenden
Beweis darauf an.

Betrachte die Menge

1 ]
A 1 LC]a,b] : f(t)<w LJ4a,b].

Diese Menge ist nicht leer, denn a [CA. AufRerdem ist sie beschrankt. Somit

existiert ¢ =sup A, und o [edsichtlich ist ¢ [Jd,b]. Wir zeigen, dass f(c) =w.
Aufgrund des Approximationsatzes 5 g existiert eine Folge (t,) in A mit

limn_ e tn = ¢. Mit der Stetigkeit von f und f(tp) <w fiur alle n folgtsg

lim f(tn) = f(c) [

7.10
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Abb 6
Zwischenwertsatz
von Bolzano T(b)
w
f(a)

Wegen w < f(b) ist ¢ # b und somit ¢ <b. Ware nun f(c) <w, so ware f aus
Stetigkeitsgrinden auch in einer kleinen, ganz in [a,b] enthaltenen Umgebung
von ¢ kleiner als w. Es gabe also ein d [[4,b] mit

c<d<b, f(d)<w.

Dann aber ware d [CAl im Widerspruch zur Definition von ¢ als dem Supremum
von A. Also gilt nicht f(c) <w, sondern f(c) =w. I

Ein wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes liefert die Existenz einer
Nullstelle einer Funktion, also eines Punktes x mit f(x) = 0.

13 Nullstellensatz Ist f: [a,b] - R stetig und f(a)f(b) < 0, so besitzt f in
(a,b) mindestens eine Nullstelle. [

mm Entweder ist f(a) < 0 < f(b) oder f(a) > 0 = f(b). In beiden Fallen
kdnnen wir den Satz von Bolzano 1 mit w = 0 anwenden. [T

Abb 7 Zwischenwertsatz von Bolzano nicht anwendbar
w w
Pl — G- P——
kein Intervall unstetige Funktion
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I"Beispiel  Jedes reelle Polynom p ungeraden Grades,
p(t) = 2" + apnt® + .. +a;t + ao,

besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. Denn ein solches Polynom definiert
eine stetige Funktion auf R, die fur hinreichend grofRe t positiv und hinrei-
chend kleine t negativ wird. Die Existenz einer Nullstelle folgt damit aus dem
Nullstellensatz 3.

Dies gilt natirlich nicht fiir Polynome geraden Grades. Das Polynom t? + 1
beispielsweise besitzt keine reelle Nullstelle. 111

Der Zwischenwertsatz von Bolzano lasst sich noch verallgemeiner formulie-
ren. Sei dazu

supf Csupf(l) =sup{f(t):t 1},
1
und analog inf, f. Diese durfen auch den Wert oo respektive —co annehmen.

Allgemeiner Zwischenwertsatz  Sei | ein beliebiges Intervall und f: I - R
stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen inf; f und sup, f mindestens
einmal an. [

i Sei infy f <w < sup, f. Dann gibt es aufgrund des Approximationssat-
zes 212 Punkte a [Tund b [CI'mit f(a) <w < f(b). Wenden wir den Satz von
Bolzano 1 auf die Einschréankung von f auf das abgeschlossene Intervall mit den
Endpunkten a und b an, so erhalten wir die Behauptung. [

Bemerkung Alle drei Zwischenwertséatze sind tatséchlich &quivalent: aus
jedem lassen sich die beiden anderen ableiten 59. [1

Geometrisch betrachtet ist der allgemeine Zwischenwertsatz aquivalent zu
folgender Formulierung.

Intervallabbildungssatz  Stetige Bilder von Intervallen sind wieder Intervalle.
Das heil3t, ist I ein Intervall und f: | - R stetig, so ist f(l) ebenfalls ein
Intervall. [

i Besteht (1) nur aus einem Punkt, so sind wir fertig. Gehdren zwei
Punkte u <v zu f(l), so nimmt f also die Werte u und v an. Dann nimmt f
aufgrund des Zwischenwertsatzes 14 auf | auch jeden dazwischen liegenden Wert
an. Es gilt also auch [u,Vv] CI(l). Somit enthalt f(1) mit je zwei Punkten auch
alle dazwischen liegenden Punkte. Per definitionem ist f (1) damit ein Intervall. 1o
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Abb 8

Kein Minimum oder sup
Maximum /
inf /

o— o0 e @

o [edes Intervall unstetige Funktion

= Minimum & Maximum

Fur eine beliebige Funktion f: I - R existiert immer sup, f auf der erweiter-
ten Zahlengeraden. Dies kann auch den Wert oo annehmen. Es muss auch keinen
Punkt in | geben, an dem f diesen Wert annimmt, auch wenn f beschrankt ist.
Einfache Beispiele sind in Abbildung 8 skizziert.

Gibt es dagegen einen Punkt ¢ [CIOmit f(c) = sup, f, so spricht man von
einem Maximum und sagt, f nimmt sein Supremum im Punkt ¢ an . Man schreibt

sup f =max f =f(c)
| 1

und nennt c¢ selbst eine Maximalstelle von f. Ein Maximum ist in jedem Fall
endlich. Entsprechend sind das Minimum min; f und eine Minimalstelle erklart.

16 Satz vom Minimum & Maximum Ist f: [a,b] - R stetig, so existieren
Punkte u,v [C[4,b] mit

f(u) CFQt) CFQv), t C[a,b].

Insbesondere gilt also

1 Gebrauchlicher ist die nicht ganz korrekte Formulierung, f nehme sein Maximum an.

Abb 9

Satz vom Minimum & max
Maximum
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f(u) = inf f =minf, f(v)=supf=maxf. [
[a.b]  [ab] [abl  [ab]

Eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall nimmt also im-
mer ihre Extrema an. Dies gilt im Allgemeinen nicht, wenn das Intervall nicht
abgeschlossen oder die Funktion nicht stetig ist apps -

M0 Sei m [Cinif[a, b3 T, wobei im Moment auch —oo zugelassen ist. Aufgrund
des erweiterten Approximationssatzes s g existiert eine Folge (tn) in [a,b] mit
f(tn) - m. Da diese Folge beschréankt ist, besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-
Weierstral® 517 eine konvergente Teilfolge (tn,) mit Grenzwert u. Da a [ bl
fur alle n, ist auch a [CullChl Es gilt also

l!lr?otnk =u []34,b].

Aufgrund der Stetigkeit von f ist
l!if[lf(tnk) =f(u).

Da aber f(t,, ) Teilfolge der konvergenten Folge f(t) ist, erhalten wir insgesamt
f(u) = ;!if?of(t”k) = r!iﬁrrgof(tn) =m= [Lrlg]f.

Insbesondere ist m endlich. — Entsprechend fur das Supremum. [

Damit erhalten wir auch eine Verbesserung des Intervallabbildungssatzes 15
flr abgeschlossene Intervalle.

Korollar Eine stetige reelle Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ist
beschrankt und bildet dieses auf ein abgeschlossenes Intervall ab. [

Fur die anderen Intervalltypen gilt dieses Korollar nicht. Eine stetige Funk-
tion kann auf einem o [Ceden Intervall unbeschréankt sein, oder das Bild kann ein
abgeschlossenes Intervall sein.

s Umkehrfunktionen

Wir betrachten nun eine stetige Funktion f: | - R, die auBerdem injektiv
ist. Aufgrund des Intervallabbildungssatzes 15 ist J = f(l) ebenfalls ein Intervall,
und aufgrund der Injektivitat existiert die Umkehrfunktion f~1 auf J. Diese
Funktion ist ebenfalls stetig:

Satz uber stetige Umkehrfunktionen Sei | ein Intervall. Ist f: | - R stetig
und injektiv, so ist auch f71: J - I mit J = f(l) stetig. [ 1
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7.2 — Stetige Funktionen auf Intervallen

umml Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, kdnnen wir | = [a,b] anneh-
men. In diesem Fall ist auch J ein abgeschlossenes Intervall 17. Sei hun (sp) eine
konvergente Folge mit Grenzwert s in J, und (t,) die Folge ihrer Bilder unter
f~1 in | = [a,b]. Aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstrass besitzt diese
Folge eine konvergente Teilfolge (t}). Fur deren Grenzwert t gilt dann, aufgrund
der Stetigkeit von f,

f(t) =limf(t)) =limsl’=s,
denn jede Teilfolge von (sn) hat ja denselben Grenzwert s. Also ist
t =f171(s).

Das aber bedeutet, dass jede konvergente Teilfolge von (t,) denselben Grenz-
wert t hat. Da die Folge selbst beschréankt ist, ist sie damit auch konvergent 4.5 20,
und wir erhalten

limf~1(sy) = f71(s).
Also ist 71 stetig im Punkt s. Da s beliebig war, ist f~1 stetig auf J. mmm

Far stetige Funktionen auf einem beliebigen Definitionsbereich kann es recht
schwierig sein, ihre Injektivitat festzustellen. Auf Intervallen reduziert sich das
Problem allerdings auf die einfache Frage, ob f streng monoton ist.

Definition Eine Funktion f: R DI - R heif3t monoton steigend, falls
u<v [fu) CFv)
fur alle u,v [CDL Sie heil3t streng monoton steigend, falls sogar
u<v [f u)<f(v)

far alle u,v DI Analog sind monoton fallend und streng monoton fallend
definiert. SchlieBlich heif3t eine Funktion (streng) monoton, wenn sie (streng)
monoton steigt oder fallt. [

[a. Jede konstante Funktionen t [clist auf R monoton steigend und
monoton fallend, aber naturlich nicht streng monoton.
b. Die Identitatsfunktion t [ st auf R streng monoton steigend.
c. DieParabel t [f2list auf (—oo,0] streng monoton fallend und auf [0, o)
streng monoton steigend.
d. Die Cosinusfunktion g3 ist auf den abgeschlossenen Intervallen

I, = [(2n — )T, 2nT1T], I} = [2nm, (2n + )], n CZ]

streng monoton steigend respektive streng monoton fallend. 111
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Abb 10 Zum Beweis des Lemmas

Lemma Sei | ein Intervall und f: | - R stetig. Dann ist f injektiv genau
dann, wenn f streng monoton ist. [ 1

i [Das ist Klar.

[1Angenommen, f ist nicht streng monoton. Dann muss es in | je ein
Segment geben, auf dem f steigt respektive fallt. Dann gibt es aber auch drei
Punkte a<b <c in I, so dass

f(a) =f(b) <f(c) oder f(a) <f(b) =>f(c).

In jedem Fall folgt aus dem Zwischenwertsatz die Existenz von mindestens zwei
Punkten in I, an denen f denselben Wert annimmt, also nicht injektiv ist.

Als erste Anwendung erhalten wir — endlich — die Existenz der n-ten Wurzel
als stetige Funktion auf der Halbgeraden [0, o).

Wurzelsatz Fur jedes n [Zlbesitzt die Funktion t [t auf [0,) eine
streng monoton steigende, stetige Umkehrfunktion

v
[0100) - [0700)1 t I_—H_ty

genannt die n-te Wurzelfunktion. [

7.3
Funktionsgrenzwerte

Ist eine Funktion f in einem Punkt a ihres Definitionsbereichs stetig, so ist
f(a) = rI]im f(xn)

fur jede Folge (xn) im Definitionsbereich von f, die gegen a konvergiert 3. Ein
solcher Grenzwert kann aber auch dann existieren, wenn f im Punkt a gar nicht
definiert oder dort unstetig ist.
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I"Beispiel Esistg3i3

-1

t—1

Die links stehende Funktion ist bei t = 1 nicht definiert, die rechts stehende
dagegen auf ganz R stetig. Man kann daher erwarten, dass

=t?+t+1.

. t3—-1
lim = 3. mn
t-1 t—1

Wir wollen solche Grenzwerte unabhéngig von einem eventuell vorliegenden
Funktionswert definieren, und das auch in solchen Punkten, wo die Funktion nur
in einer Umgebung, aber nicht im Punkt selbst definiert ist. Dazu bendtigen wir
den Begri [Cdes Haufungspunktes einer Menge.

Definition Sei E ein normierter Vektorraum und D [E] Ein Punkt a CElheil3t
Haufungspunkt von D, wenn in jeder Umgebung von a unendlich viele
Punkte von D liegen. [ 1

Eine endliche Menge besitzt keine Haufungspunkte.
Die Menge {1/n:n NI} [Rlbesitzt 0 als einzigen Haufungspunkt.
Die Menge Q [Rlbesitzt jede reelle Zahl als Haufungspunkt.

d. Ist die Zahlenfolge (an)nkonvergent mit Grenzwert a und sind un-
endlich viele Folgenglieder verschieden, so ist a der einzige Haufungspunkt
der Menge A = {a,:n [I}. Gibt es dagegegen nur endlich viele verschiedene
Folgenglieder, so ist A endlich und hat keinen Haufungspunkt. 11

oo

Definition Sei f: E [DI- F eine Abbildung und a ein Haufungspunkt von D.
Dann heiBt w [Elder Grenzwert von f im Punkt a, geschrieben

)lig f(xX) =w,
wenn fir jedes € > 0 ein & > 0 existiert, so dass

f(Us(a) n D) CUR(w), (4)
wobei

Us(a) CUs(a)\{a} ={x CEL 0 < X} algk 3}
die punktierte d-Umgebung des Punktes a [CElbezeichnet. [ 1

Die Bedingung (4) éhnelt der Stetigkeitsbedingung in (3), nur wird hier die
Funktion f an der Stelle a nicht ausgewertet. Sie muss daher auch nicht in a
definiert sein. Andererseits ist fur einen Haufunspunkt a die Menge Us(a) n D
fur alle & > 0 nicht leer. Andernfalls wére Bedingung (4) automatisch erfullt.
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Folgenkriterium fur Funktionsgrenzwerte Sei f: E - F und a ein
Haufungspunkt von D. Dann gilt

)|(ID;I1 f(x)=w
genau dann, wenn
r!im f(xpn) =w
far jede gegen a konvergierende Folge (xn) in D\{a}. [ 1

umml Der Beweis ist praktisch identisch mit dem Beweis des Folgenkriteriums
fur Stetigkeit in einem Punkt 3. Wir wiederholen ihn hier der Einfachheit halber.

CGilt limy_ 4 f(X) =w, so existiert zu jedem € > 0 ein & > 0, so dass (4)
gilt. Ist (xn) eine Folge in D\{a} mit Grenzwert a, so existiert zu diesem o
wiederum ein N [I] so dass x, [CUk(a) fur alle n NI Es gilt sogar

xn CUk(a) n D, n CN
da die Folgenglieder ja in D\{a} liegen. Also gilt
f(xn) CUK(W), n [N

Da fur jedes € > 0 solch ein N existiert, gilt limp_o f(Xpn) =w.

[_1Angenommen, es gilt nicht limy_5 f(X) =w. Da jede punktierte Umge-
bung von a Punkte aus D enthdlt, gibt es ein € > 0, so dass in jeder punktierten
1/n-Umgebung von a ein x, [DI existiert mit

F(xn) CUE(W).

Diese xn bilden eine konvergente Folge in D\{a} mit Grenzwert a, fur die f(xn)
sicher nicht gegen w konvergiert. Wir erhalten damit einen Widerspruch.

Aus diesem Kriterium ergibt sich die folgende Charakterisierung der Stetig-
keit, die oft auch als deren Definition dient.

Korollar Sei D [CElund a DI Haufungspunkt von D. Dannist f: D - F
stetig in a genau dann, wenn limy_af(x) =f(a). [ 1

Bemerkung Jeder Punkt einer Menge D ist entweder ein Haufungspunkt
oder ein isolierter Punkt von D. In letzterem Fall existiert also eine Umgebung
von a, die keine weiteren Punkte von D enthélt. In einem isolierten Punkt ist
jede Funktion stetig .4. [

Mit dem Folgenkriterium 22> erhalten wir Grenzwertsatze fur Funktionen aus
den Grenzwertsatzen fur Folgen s 7. Der Beweis der folgenden Ergebnisse ist als
Ubung tberlassen.
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Grenzwertsatze Sei a ein Haufungspunkt von D. Besitzen die Funktionen
f,g: D - R im Punkt a die Grenzwerte

)[lp;‘f(x)zu, )I(l{g ag(x) =v,

so gilt auch
(i) limy_a (Af +pg)(X) = Au+pv,
(i)) limx_a(fg)() =uv,
(i) limy_a (f/g)(xX) =u/v, fallsv=0. [ 1

ir—a. Da die Sinusfunktion beschrankt ist, gilt lim;_g tsint™ = 0.
b. Die Funktion t Csimt™! dagegen hat in O keinen Grenzwert.
c. Die Dirichletfunktion » & besitzt in keinem einzigen Punkt der reellen
Gerade einen Grenzwert.
d. Identitat (i) gilt tbrigens auch fur Abbildungen in einen beliebigen Ba-
nachraum F. 1

= Einseitige Grenzwerte

Auf der reellen Geraden kann man noch unterscheiden, ob man sich einem
Punkt von links oder von rechts nahert. Fur eine Funktion f: 1 - F mit | Rl
erklart man deshalb noch den linksseitigen Grenzwert

f.(2) Clin f0) CI(f 1)), 15 CTh (—0,a),
und den rechtsseitigen Grenzwert
fo(@) Clin fe) CIm(F11)09, 15 CIh (a,),

vorausgesetzt, a ist ein Haufungswert von 13 respektive 1. Man betrachtet also
nur Argumente links oder rechts des Punktes a. Andere fur diese Grenzwerte
Ubliche Bezeichnungen sind f(a—) und f(a+).

V_ _
II"a. FOr die Wurzelfunktion gilt  limy_o X=Ilimymy X=0.
b. FUr die GauBklammer oder Ganzzahlfunktion3ig [-]: R - R giltin
jedem Punkt m [Z1

Lil%[x]zm:[m], )I(ilmﬁ|[x]=m—1.

Man sagt dazu auch, [-] ist in m rechtsseitig stetig.
c. Die Funktion t [Csiht™! besitzt in 0 weder einen links- noch einen
rechtsseitigen Grenzwert. 111

Einseitige Grenzwerte existieren insbesondere immer fur monotone Funktio-
nen, ohne jede Stetigkeitsannahme. Das macht sie besonders nutzlich.
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Abb 11

Einseitige Grenzwerte /
einer monotonen fi(a)

Funktion
f(a) °

Satz Ist f: R - R monoton, so existieren in jedem Punkt a [CRldie links-
und rechtsseitigen Grenzwerte von f. Genauer gilt

sup f =f_(a) Ifa) CTXa) = inf f

(—.a) (a,»)

im Fall einer monoton steigenden Funktion, und

inf f=f(a) [(f(a) [(f.a) = sup f

(=0,2) (a,)

im Fall einer monoton fallenden Funktion. [ 1

[ Sei zum Beispiel f monoton steigend und a [CR1 Dannist f auf (—o0, &)
nach oben durch f(a) beschrankt, und es gilt

A [Sup f [Cd(a).

(=,a)

Zu jedem € > 0 existiert aufgrund des Approximationssatzes 1o ein tg < a mit
A—e<f(t) CAl

Aufgrund der Monotonie von f gilt dann aber auch
A—e<f(t) CA] te <t<a.

Das aber bedeutet, dass

f(a) = Itil%f(t) =A= sup f.

(=,a)

Entsprechend argumentiert man fur den rechtsseitigen Grenzwert. [T

Bemerkung Eine monotone Funktion f: R - R ist stetig in a genau dann,
wenn f_(a) = f.(a). Andernfalls nennt man |f.(a) —f_(a)| die Sprunghdhe von
fina. [
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= Uneigentliche Grenzwerte

Fur Funktionen auf der reellen Geraden sind auch uneigentliche Grenzwerte
bei oo und —oo erklart. Wir miissen dazu nur die entsprechende Umgebungen
wie zuvor 5 g betrachten, also

Us(0) = (871, 0),  Us(—) = (—o0,—571), &>0.

In diesem Fall sind dies bereits punktierte Umgebungen.
So ist zum Beispiel oo ein Haufungspunkt von | [CRI, wenn | nach oben
unbeschrankt ist. Es gilt dann

fm i =w.
wenn es zu jedem € >0 ein & > 0 gibt, so dass
If(t) —w]| <eg, t CUk(c0) NI,
Und dies gilt genau dann, wenn fir jede Folge (t,) in | mit t, - o auch
r!iﬂngf(tn) =w.

Entsprechend sind uneigentliche Grenzwerte fur die Werte von Funktionen erklért,
indem in (4) die Umgebungen von w entsprechend gewahlt werden.

1 . 1
ra. tl|m7=0, tI|Q1 —=0.
1 1
b. lim— = oo, lim— = —oo,.
t ot t ot

c. Fir jedes Polynom p mit p(t) = t" + ap—1t"" 1 + .. + a9 gilt
limp(t) =c,  lim p(t) = (1" - oo

d. Eine reelle Folge (an) kdnnen wir als Funktion a: N - R mit a(n) = an,
betrachgten. Ist die Folge konvergent, so gilt

lima, =Ilima(t). 11
n-oo t_ oo
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7.4
Topologische Grundbegri [e]

Der Begri [dér Stetigkeit ist eng mit dem Begri [Cdeér Umgebung verbunden.
Dieser Begri [, Und die damit verbundenen Begri [eWie o [ede und abgeschlossene
Menge, spielen eine fundamentale Rolle fur die Analysis. Wir fuhren diese Begri [e1
hier nur fir normierte Raume ein, da dies fur unsere Zwecke voéllig ausreicht und
noch hinreichend anschaulich ist.

= O [ede Mengen

Sei E ein beliebiger normierter Raum. Mit Hilfe der 6-Umgebungen eines
Punktes a in E,

Us(a) X CEI X+ al= o},
definieren wir den grundlegenden topologischen Begri Cdér o LeEden Menge.

Definition Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heif3t o [ed, wenn sie
mit jedem Punkt auch eine d-Umgebung dieses Punktes enthalt. Zu jedem
a [CAlexistiert also ein & > 0, so dass Us(a) CAL [ 1

I Beispiele a. In R mit der Betragsnorm |-| ist jedes o [ede Intervall
(a,b) (R —oo [ak b [Cod,

topologisch o [ed. Denn fur jedes ¢ [(&,b) ist 8 = min{l,c—a,b—c} > 0,
und fur dieses d gilt

Us(c) = (c —&,c +3) [(@,b).

Dies gilt auch fur a = —co und b = oo. Die Bezeichnung >o [efes Intervall< ist
somit konsistent mit der obigen Definition von >o [enk.

b. Die Intervalle [uAd R sind ebenfalls o[edin R.

c. Ineinem normierten Raum E ist jede o [ede Kugel

Br(a) (X [EI. xX+al=Zr}, r >0,

topologisch o [en. Denn fur b [Bl(a) ist p = [bFalgfrund d=r—p >0.
Damit gilt Us(b) [CBi(a), denn fiur jedes x [CUk(b) ist

XFalllX+bl#H[MDF-alfd+p=r.

Da jeder Punkt in B;(a) eine solche Umgebung besitzt, ist B,(a) o[en. Die
Bezeichnung »o [Cedle Kugel< ist somit konsistent mit der obigen Definition.
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Abb 12 O [ede Menge A und o [ede Kugel By (a)

Us (D)

Us(a)

Br (a)

d. Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] ist nicht o edin R, denn jede Um-
gebung von a oder b enthélt auch Punkte, die nicht zu [a,b] gehdren.

e. Ein-Punkt-Mengen eines normierten Raumes sind nicht o [en.

f. Die reelle Gerade R ist o [edl in R, aber aufgefasst als Teilmenge des R?
ist R nicht o [ed. Daher ist es gelegentlich wichtig anzugeben, auf welchen Raum
man sich bezieht, wenn man von einer o [edlen Menge spricht. 111

Der folgende Satz beschreibt die grundlegenden topologischen Eigenschaf-
ten o Leder Mengen.

Satz In einem normierten Raum E gilt:
(i) CCund E sind o [en.
(i) Die Vereinigung beliebig vieler o Ceder Mengen ist o [en.
(iii) Der Durchschnitt endlich vieler o Ceder Mengen istoled. [ 1

Bemerkung In der allgemeinen Theorie topologischer Rdume spielen diese
Eigenschaften die Rolle von Axiomen fur Familien o Ceder Mengen. Eine beliebige
Familie von Teilmengen einer Menge X heil3t eine Topologie auf X, wenn sie
diese drei Eigenschaften besitzt. [1

mm (i) Die leere Menge ist o [en, da es gar keine Punkte gibt, fur die eine
Umgebung gebraucht wird. E ist o [ed, da E jede Umgebung enthalt.

(i)  Sei (A))arr—eine beliebige Familie o Ceder Teilmengen von E und
—
a [ A,
A
Dann ist a [CA], fur wenigstens ein p [CI11Da A, o [edist, enthélt A, auch eine

d-Umgebung von a. Somit gilt auch
1
Us(a) CA]L L1 A,
ACC]

Also ist die Vereinigung ebenfalls o [en.
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(iii)  Sei (Ak)1xmmeine endliche Familie o [eder Teilmengen von E und
1
al 1 A
1 KT

Zu jedem k existiert ein Us, (a) CAL. Dann ist d = min{d4, ..,d,} > 0, und fur
dieses & gilt dann

Us(a) U}, (a) CAL, 1 CkKiCnl

Also gilt auch

—1
Us(a) 1 Ak.
1K1

Somit ist auch dieser Durchschnitt o [en.

Bemerkungen a. Die Indexmenge 1 in (ii) ist v6llig beliebig. Sie kann auch
Uberabzahlbar sein.

b. Wesentlich fur (iii) ist o [Cendsichtlich, dass das Minimum endlich vieler
positiver Zahlen wieder positiv ist. Dies gilt nicht fur unendlich viele positive
Zahlen, und (iii) ist im Allgemeinen auch falsch fur unendlich viele Durchschnitte.
So ist beispielsweise

1
—27n, 27" = {0}
n 11

nichtoled. [

= Abgeschlossene Mengen
Abgeschlossene Mengen werden als Komplemente o [Ceder Mengen erklart.

Definition Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heildt abgeschlossen,
wenn ihr Komplement A® =E [CAloledist. [ 1

Beispiele a. Die Intervalle [Cumd R sind abgeschlossen, denn [ =3 R
und R® = [sihd o[en.
b. Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] ist abgeschlossen, denn

[a,b]® = (—,a) [(H, )

ist o Ced. Ebenso sind [a,o) und (—oo,b] abgeschlossen.
c. Die abgeschlossenen Kugeln

Br(a) (X [El X+ allr}, r CO)
sind abgeschlossen. Denn fur b CB}(a) ist

Us(b) nBr(a) = 1 5= [h+aldr >0.
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Abb 13 Abgeschlossene Menge A und abgeschlossene Kugel §,—(a)

Us(b)
: Us(b) {
b

Br ()

Also ist das Komplement von B, (a) oled, und B, (a) selbst ist abgeschlossen.
d. Ein-Punkt-Mengen in normierten Raumen sind abgeschlossen, denn
{a} = Bo(a).
e. Halbo [ende Intervalle [a,b) und (a,b] mit —co <a < b < oo sind weder
o Led noch abgeschlossen. 111

Nun die grundlegenden topologischen Eigenschaften abgeschlossener Men-
gen.

Satz In einem normierten Raum E gilt:

(i) [Cund E sind abgeschlossen.

(ii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. [

i Fur beliebige Familien von Teilmengen eines Raumes gelten die Regeln
von de Morgan 4.1.15,

Damit folgen alle Aussagen Uber abgeschlossene Mengen aus den entsprechenden
Aussagen Uber o [ene Mengen, indem man die Komplemente betrachtet 5.7,. [

I"a. Jede endliche Punktmenge ist abgeschlossen, denn diese ist die endliche
Vereinigung von Ein-Punkt-Mengen, welche abgeschlossen sind.
b. Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist im Allge-
meinen nicht mehr abgeschlossen. Beispielsweise ist

(|
—1+2"1-2"" =(-1,1)
n 11

eine o Lede Menge. 111l
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Bemerkung Man beachte, dass »abgeschlossenc< nicht die logische Negation
von »o [enk darstellt. Denn der Gesamtraum und die leere Menge sind gleich-
zeitig o [ed und abgeschlossen. Ebenso gibt es Mengen, die weder o [ed noch
abgeschlossen sind. [1

= Rand, Inneres und Abschluss

Das Konzept der o [eden und abgeschlossen Mengen wird klarer, wenn wir
auch noch den Rand einer Menge betrachten.

Definition Sei A [CEleine beliebige Menge. Ein Punkt a [CElheif3t Randpunkt
von A, wenn jede Umgebung von a Punkte sowohl aus A wie auch aus A°
enthalt. Der Rand einer Menge A ist die Menge aller ihrer Randpunkte und
wird mit 0A bezeichnet. [

Man beachte, dass ein Randpunkt von A nicht Element von A sein muss,
denn ein Randpunkt von A ist immer auch Randpunkt von A°:

0A = 9(A°).

Ein Punkt a ist kein Randpunkt von A genau dann, wenn er eine Umgebung
besitzt, die entweder ganz in A oder ganz in A® enthalten ist.

I"a. 0[C=1Cunid 0E = 1
b. o[a,b] =0 (a,b) ={a,b}.
c. 0Q =R.
d. 0Br(a) ={x [Et xXral=r} furr > 0.
e. A=A fur A=[a,b] x{c} (RF. 1

Satz  Fur jede Menge A [CElqilt:
(i) OA ist abgeschlossen.
(ii) A ist oed genau dann, wenn 0An A= [1
(iii) A ist abgeschlossen genau dann, wenn 0A CAl [ 1]

o (i)  Ist a [CdA, so gibt es eine Umgebung U (a), die ganz in A oder
ganz in A® enthalten ist. Damit ist jeder Punkt in U(a) kein Randpunkt von A,
und es gilt U(a) [(@A)°. Also ist das Komplement von dA o Led, und 0A selbst
ist abgeschlossen.

(i) Ist A olen, so gibt es zu jedem Punkt a [CAleine Umgebung U (a),
die ganz in A enthalten. Also ist kein Punkt in A ein Randpunkt von A. Enthalt
umgekehrt A keine Randpunkte, so muss es zu jedem a [CAl eine Umgebung
U(a) geben, die ganz in A enthalten ist, denn keine Umgebung von a kann ganz
in A® enthalten sein.
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(iii) A istabgeschlossen genau dann, wenn A® o [ed ist, also mit (iii) genau
dann, wenn dA n A® = [_Dies ist aber genau dann der Fall, wenn A Al [

Somit ist eine Menge o [ed genau dann, wenn sie keinen ihrer Randpunkte,
und abgeschlossen genau dann, wenn sie alle ihre Randpunkte enthélt. Auf diese
Weise kann man jeder Menge auch ihr Inneres und ihren Abschluss zuordnen.

32 Definition Sei A [CEleine beliebige Menge. Dann heifRen
A° CAILJA, A~ [CAILdA
das Innere oder der o [ede Kern respektive der Abschluss von A. [1
Aus dieser Defintion folgt unmittelbar, dass
A° [CAILAT, 0A = A" [AT.
AulRRerdem hat der vorangehende Satz folgendes

33 Korollar FuUr jede Teilmenge A CEIgilt:
(i) A° istolend, und A ist o[ed genau dann, wenn A =A".

187

(ii) A~ ist abgeschlossen, und A ist abgeschlossen genau dann, wenn A=A". [ 1

Esgilt A [ = [Cund ebenso E° =E™ =E.

FOr I =[a,b) ist I° = (a,b) und I~ =[a,b].

FUr die rationalen Zahlen gilt Q° = [Cudd Q™ = R.

Fur r COIgilt B, (a)° =B, (a).

Fur r > 0 gilt B,(a)~ = B,(a), aber nicht fiir r = 0.

Fir A=[a,b) x{c} [R? ist A°= CuAd A~ =[a,b] x{c}. 1

.'hS‘DQ-_OP'Sj

= Stetigkeit

Wir charakterisieren nun Stetigkeit mit Hilfe von o [eden Mengen. Da wir
als Definitionsbereiche nicht nur o [ede, sondern beliebige Teilmengen eines
normierten Raumes zulassen wollen, bendtigen wir dazu noch eine Verallgemei-
nerung des Begri [Sdler Umgebung. Ist D [Eleine beliebige Menge und a [CD],
so definieren wir die Mengen

Us(@) nD, 3>0,

als die D-relativen Umgebungen von a. Ist die Bezugsmenge D aus dem Kontext
klar, so sprechen wir auch einfacher von relativen Umgebungen.
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Abb 14
Us(a)
D-relative 5-Umgebung

Us(@) n D

—a. Ist D olendund a [DJ, so ist fur alle d > 0 hinreichend klein
Us(a) n D = Uz(a).

In diesem Fall handelt es sich also um >normale< Umgebungen.
b. FUr ein abgeschlossenes Intervall [a,b] gilt

Us(a) n[a,b] =[a,a+ ), 0<o [hta.

Also ist jedes halbo [efle Intervall [a,a + d) mit 0 <& [Cht a eine [a,b]-relativ
o [ede Umgebung von a. 11

Bemerkung Beim ersten Lesen genligt es, jeden Definitionsbereich D einer
Abbildung als o [ed anzunehmen. D-relativ o [ed ist dann nichts anderes als o (e
im Sinne der ersten Definition o;. [

Es besteht nun folgender Zusammenhang zwischen stetigen Abbildungen
und o Ceden Mengen. Zuerst die lokale Situation.

Satz Eine Abbildung f: E [DI- F ist stetig im Punkt a DI genau dann,
wenn das Urbild jeder e-Umgebung von f(a) eine D-relative 8-Umgebung
von a enthalt. [

mmm 1Sei f stetig in a und Ug(f(a)) eine e-Umgebung von f(a). Dann
existiert zu diesem € ein positives &, so dass

f(Us(a) n D) CUL(f(a)). ()
Also gilt auch
Us(a) n D X1 (Ue(f(a))). (6)

Somit enthélt das Urbild dieser e-Umgebung von f(a) — die Menge rechts — wie
gefordert eine D-relative 5-Umgebung von a.

[ 1Sei € > 0. Dann enthalt das Urbild der e-Umgebung von f(a) eine
D-relative d-Umgebung von a. Es gilt also (6) mit einem geeigneten & > 0. Dann
gilt aber auch (5). Also ist f in a stetig gemalR unserer £-5-Definition. D

Um den globalen Sachverhalt zu beschreiben, nennen wir eine Menge A [CE]
D-relativ o [ed, wenn sie mit jedem Punkt auch eine D-relativ o Lede Umgebung
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Abb 15 Stetiges Urbild einer e-Umgebung mit relativer 8-Umgebung

cl f(a“)
Us(®) Ue (F(2))

dieses Punktes enthalt — also zu jedem a ein & > 0O existiert, so dass
Us(a) n D [CAlL Dies ist gleichbedeutend mit der Existenz einer in E o [eden
Menge U,sodass A=U nD. 59,.

Satz Eine Abbildung f: E [DI- F ist stetig auf D genau dann, wenn das
Urbild jeder o [eden Menge in F D-relativoledin E ist. [ 1

mm [1Sei W [CFloedund V = f~1(W). Ist V leer, soist V o[ed, und
wir sind fertig. Ist dagegen a [V] so ist f(a) M, und da W o [ed ist, enthalt
W auch eine e-Umgebung von f(a). Aufgrund des vorangehenden Satzes enthalt
V eine D-relative 8-Umgebung von a. Da dies flr jedes a [Vlgilt, ist V D-relativ
o[en

[ 1Mit dem vorangehenden Satz folgt, dass f in jedem Punkt von D stetig
ist. Also ist f auf ganz D stetig. I

Dieser Satz ist in zweierlei Hinsicht interessant. Einerseits charakterisiert er
Stetigkeit durch rein topologische Begri [e,indem er nur Bezug auf o [ede und
relativ-o Cede Teilmengen nimmt. Dies ermdglicht es, Stetigkeit in allgemeinen
topologischen Raumen zu definieren, ohne Bezug auf eine Norm, Metrik oder
Ahnliches. Dies werden wir allerdings im Rahmen dieser Analysis nicht weiter
betrachten.

Andererseits kbnnen wir damit Mengen als o [efl erkennen, die als Urbilder
o [eder Mengen unter stetigen Abbildungen dargestellt werden kénnen. Dasselbe
gilt dann auch fur abgeschlossene Mengen als Komplemente o [Ceder Mengen:

Satz Ist f: E - F stetig, so ist das Urbild jeder abgeschlossenen Menge in F
eine abgeschlossene Menge in E. [ 1

o Ist A abgeschlossen in F, so ist A® oled in F. Wegen der Stetigkeit
von f ist dann auch f~1(A°) o[edin E. Wegen a132 f 1(A%) = (f1(A))° st
damit f~1(A) selbst abgeschlossen in E.
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Abb 16

Der Annulus As

—a. Ist f: E - R stetig, so ist die Nullstellenmenge von f,
N(f) CF1(0) CIx CEL f(x) =0},

abgeschlossen, denn dieser ist das Urbild der abgeschlossenen Menge {0}.
b. Dasselbe gilt fur jede Niveaumenge M¢ = f~1(c).
c. In einem normierten Raum ist jeder Annulus apb 16

Asr ={x CEL s CIXT I}, 0 CsICrk oo,

abgeschlossen, denn dies ist das Urbild des abgeschlossenen Intervalls [r,s]
unter der stetigen Funktion [Igl

d. Insbesondere gilt dies fur die Einheitskugel B = Ag 1 und die Einheits-
sphéare S=Ap1. 11

7.5
Kompaktheit

Der Beweis des Satzes vom Minimum & Maximum 1 basiert auf dem Argu-
ment, dass jede beliebige Folge innerhalb eines abgeschlossenen Intervalls eine
konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls zu diesem Intervall
gehort. Es stellt sich heraus, dass dies eine eminent wichtige und nutzliche Eigen-
schaft von Mengen in beliebigen Raumen ist. Sie hat daher auch einen eigenen
Namen.

Definition Eine Teilmenge K eines normierten Raumes E heifl3t kompakt, wenn
jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls
zu K gehoért. [

Wesentlich ist, dass die Teilfolge nicht nur konvergent ist, sondern dass ihr
Grenzwert ebenfalls in der Menge K liegt. — Zunachst zwei einfache Beobach-
tungen, wie aus kompakten Mengen neue kompakte Mengen entstehen.

7.30



37

38

39

75 — Kompaktheit

Satz  Die Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen ist kompakt, und
jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt. [ 1

[ Seien Ky, .., Ky kompakt, K = K; [C1CK}, und (an) eine Folge in K.
Dann muss wenigstens eine Menge K, unendlich viele Folgenglieder enthalten.
Die aus diesen Gliedern gebildete Teilfolge ist ganz in K, enthalten. Da K,
kompakt ist, enthélt sie ihrerseits eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in K, . Diese zweite Teilfolge ist dann auch in der Obermenge K konvergent.
Somit ist K kompakt.

Sei nun A eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge K. Ist (an)
eine Folge in A, so auch in K. Sie besitzt somit eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in K. Da A abgeschlossen ist, gehért dieser Grenzwert ebenfalls zu A.
Also ist auch A kompakt. [

Die leere Menge [Cund jede Ein-Punkt-Menge ist kompakt.

Jede endliche Teilmenge eines normierten Raumes E ist kompakt.
Ein abgeschlossenes Intervall ist kompakt 39 .

O [enke, nichtleere Mengen sind niemals kompakt.

Qoo ow

Wir notieren jetzt zwei notwendige Eigenschaften kompakter Mengen.

Satz Eine kompakte Teilmenge eines normierten Raumes ist abgeschlossen
und beschrankt. [

i Abgeschlossen:  Sei K kompakt. Ist a ein Randpunkt von K, so ist a
auch Grenzwert einer Folge in K. Folglich gehdrt auch a zu K, da K kompakt
ist. Somit enthalt K alle seine Randpunkte und ist abgeschlossen 3; .

Beschrénkt: Angenommen, K ist nicht beschrankt. Dann existiert zu jedem
n [Tlein a, Kl mit [@} I nl Die so gewonnene Folge in K besitzt keine
konvergente Teilfolge, denn eine solche misste ja beschrankt sein. [

Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht. So ist in einem un-
endlich dimensionalen Vektorraum eine abgeschlossene und beschréankte Menge
im Allgemeinen nicht kompakt 5.7, . Anders ist dies in endlichen Dimensionen:

Satz Eine Teilmenge des R" ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist. [

mm [Dies ist der vorangehende Satz.

[1Sei K abgeschlossen und beschrankt und (an) eine Folge in K. Da K
beschrankt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstrald 517 eine konver-
gente Teilfolge (an, ). Da K abgeschlossen ist, gehort deren Grenzwert ebenfalls
zu K. Also besitzt (a,) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K. [
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I"a. Unter allen Intervallen sind genau die abgeschlossenen Intervalle [a,b]
kompakt.
b. Die abgeschlossene Einheitskugel B und die Einheitssphare S im R"
sind kompakt.
c. Die Nullstellenmenge einer stetigen Funktion f: R" - R ist kompakt
genau dann, wenn sie beschrankt ist. 111

= Stetige Abbildungen auf kompakten Mengen

Wir haben bereits gesehen, dass das stetige Bild eines abgeschlossenen Inter-
valls wieder ein abgeschlossenes Intervall ist. Dies ist tatséchlich ein Spezialfall
des folgenden Satzes Uber stetige Bilder kompakter Mengen.

Satz Ist K kompakt und f: K - F stetig, so ist auch f(K) kompakt. [ 1

i Sei (wn) eine beliebige Folge in f(K). Zu jedem n existiert mindestens
ein a, CKImit w, = f(a,). Die Folge (an) besitzt in der kompakten Menge K
eine konvergente Teilfolge (an,) mit Grenzwert a K1 Aufgrund der Stetigkeit
von f gilt dann auch

Wn, = f(@n,) - W = f(a) CFIK).

Somit besitzt (wy) eine in f(K) konvergente Teilfolge. Da dies fir jede beliebige
Folge in f(K) gilt, ist diese Menge kompakt. [

Jetzt betrachten wir speziell reellwertige Funktionen auf kompakten Mengen.

Satz vom Minimum & Maximum Ist K kompakt und f: K - R stetig, so
existieren Punkte u und v in K mit

f(u) L) CEQv), x [KI
Insbesondere gilt
f(u):|r|2ff:mK|nf, f(V):sEpf:m}?Xf_

Die Funktion f nimmt also auf K ihr Infimum und Supremum an und
ist beschrankt. [ 1

i Nach dem vorangehenden Satz ist f(K) kompakt in R und damit
beschrankt. Also ist zum Beispiel m = infx f > —oo. Dazu existiert eine Folge
(up) in K mit f(u,) - m. Da K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
(un,) mit Grenzwert u K1 Aufgrund der Stetigkeit von f gilt dann

f(u) =limf(up) =limf(uy) = m.

Das Infimum wird also bei u angenommen. Entsprechend fir das Supremum. [
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Abb 17 Kugeln in aquivalenten Normen

Als Anwendung des Satzes tber Minimum und Maximum 41 zeigen wir, dass
alle Normen auf dem R" aquivalent sind im folgenden Sinn.

Definition  Zwei Normen [T dund [T lauf einem Vektorraum E heil3en aqui-
valent, wenn es eine Konstante ¢ [Tlgibt, so dass

¢! XTI IC X, ICeIXT,] x CE1 L[]

Geometrisch betrachtet bedeutet dies, dass jede e-Umgebung in der einen
Norm eine 3-Umgebung bezlglich der anderen Norm enthélt. Beide Normen
definieren in diesem Fall dieselben o [eden und abgeschlossenen Mengen. Damit
ist auch der Stetigkeitsbegri Cdérselbe: Eine Abbildung, die beziglich einer Norm
stetig ist, ist es auch bezlglich jeder aquivalenten Norm. — O [Censichtlich stellt
die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation dar.

Satz  Alle Normen auf dem R" sind aquivalent. [ 1

mmo Seien T uUnd [T Jzwei beliebige Normen auf dem R". Die Einheits-
sphare S ={x [RI': [XI = 1} bezuglich der ersten Norm ist abgeschlossen und
beschrankt, also kompakt 39 bezuglich der euklidischen Norm. Da die zweite
Norm stetig bezlglich der euklidischen norm ist, nimmt sie auf S ihr Minimum
und Maximum an. Das Minimum kann nicht Null sein, denn I dnRimmt diesen
Wert nur im Nullpunkt an, der nicht zu S geh6ért. Somit existieren Konstanten
0 <m [CM, so dass

m DX H M, X1 = 1.
Aus Homogenitatsgrinden gilt dann auch m XTI X H M IXT fiir alle x. 0

= GleichmaRige Stetigkeit

Bei der e-6-Charaktersierung der Stetigkeit hangt die Wahl von & im Allge-
meinen vom betrachten Punkt ab. s>Funktioniert< dagegen ein & fur alle Punkte,
so spricht man von gleichmaRiger Stetigkeit.
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Definition Eine Abbildung f: E DIl - F heif3t gleichméaRig stetig auf D, wenn
es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass

—-vikgkd [CIFu)—f(v)Kke
far alle u,v [Digilt. 1

Ia. Jede lipschitzstetige Abbildung ist gleichméRig stetig.
b. Die Wurzelfunktion ist gleichmaRig stetig auf [0, o).
c. Die Parabel t [T2list nicht gleichmaRig stetig auf R.
d. Ebenso ist t [I_F nicht gleichmaRig stetig auf ioc0,1. 1

Satz Ist K kompakt und f: K - F stetig, so ist f sogar gleichmafig stetig. [1

i Angenommen, T ist auf K nicht gleichmaRig stetig. Dann existieren ein
€ >0 und zu jedem n [Tlzwei Punkte uy # v, in K mit

(G —valEK &, (FQun) = f(vo) (1D

Da K kompakt ist, besitzt die Folge (un) eine konvergente Teilfolge (un,) mit
Grenzwert a in K. Wegen [} —v, 1< 1/n konvergiert auch (vn,) gegen
denselben Grenzwert a. Dann aber ist aufgrund der Stetigkeit von f

lim [EQun,) — f(vn) [ = @) —F(@) =0,
ein Widerspruch zu @(upn) — f(vn) [(E1CETUr alle n. 1

Wir werden diesen Satz erst in der mehrdimensionalen Analysis benétigen,
zum Beispiel bei der Vertauschbarkeit von Di Lerenziation und Integration.

7.6
Funktionenfolgen und Funktionenraume

Sei D eine beliebige Teilmenge eines normierten Raumes E, und F(D)
der Vektorraum aller reellwertigen Funktionen f: D - R. Wir wollen Folgen in
F(D) und deren Konvergenz betrachten. Fur solche Folgen gibt es vielfaltige
Mdglichkeiten, die Konvergenz gegen eine Funktion f in F(D) zu definieren. Die
einfachste ist die punktweise Konvergenz.
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Definition Eine Folge (fn) in F(D) konvergiert punktweise gegen eine Funktion
f CE(D), falls fa(xX) - f(x) fur jedes x [DI. [ 1

Bei der punktweisen Konvergenz betrachtet man die Folge der Funktionswer-
te (fn(X)) einzeln in jedem Punkt x, unabhangig von allen anderen Punkten im
Definitionsbereich D. Daher werden Eigenschaften der Funktionen in der Folge —
wie zum Beispiel Stetigkeit — im Limes im Allgemeinen verlorengehen.

Ta. FOr O CECTgilt

L1

Lol o Cix1,

L) t=1.

Im Raum F([0,1]) konvergieren also die stetigen Funktionen p, punktweise

gegen eine im Punkt 1 unstetige Funktion app1s -
b. Fur t [CRigqilt

pn(t) 1O -

1

= o

nt
gn(t) % - sgn(t) = % t=0,
=1, t<O.

Im Raum F(R) konvergieren also die stetigen Funktionen g, punktweise gegen
die unstetige Signumfunktion app1g. 1

Ein starkerer Konvergenzbegri [Cethalt die Stetigkeit beim Grenzubergang.

Definition Eine Folge (f,) in F(D) konvergiert gleichméafRiig gegen eine Funktion
f CE(D), geschrieben f, [T, falls fUr jedes € > 0 ein N [Ilexistiert, so
dass

fn(G)—F()| <e

furalle x [(Dlund n CNL. [

Abb 18

Die Parabeln t [f1
auf [0, 1] und ihre
Grenzfunktion
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Abb 19 Die Funktionen g, und ihre Grenzfunktion sgn

Anders als bei der punktweisen Konvergenz missen also die Folgen (f,(x))
fur alle x den e-N-Test gleichzeitig bestehen. Anschaulich bedeutet dies,
dass in jedem g-Schlauch um den Graphen der Grenzfunktion f die Graphen fast
aller Funktionen f, liegen muissen app21 -

Umgekehrt konvergiert eine Folge (fn) nicht gleichméaRig gegen f, wenn es
ein € > 0 gibt, so dass

sup [fa () — f(x)| L]
x D1

fur unendlich viele n gilt app20 -
Unter gleichmafliger Konvergenz bleibt Stetigkeit nun erhalten.

45 Satz Konvergiert die Folge (fn) in F(D) gleichmé&Rig gegen f und sind alle
fn stetig, so ist auch f stetig. Mit anderen Worten, der gleichmafliige Limes
stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig. [ 1

Abb 20

Nicht-gleichmaRige
Konvergenz
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Abb 21

e-Schlauch um f €

[0 Sei a und € > 0. Da die Folge (f,) gleichmaRig konvergiert, gibt

es ein m [I]so dass

IF(X) —fm(X)| < €/3, x Dl

Da f,, stetig ist, existiert ferner zum Punkt a ein & > 0, so dass

[fn(¥) — fm(a)] <€/3, x CUk(a) n D.

Daraus folgt fur f und alle x [CU}(a) n D die Abschatzung

[fCO —f(a)l
CHIOO) = fm ) + [fm OO — fm ()| + [fm(2) — F(2)]
<e/3+¢&/3+¢€/3

= E&.

Da fur jedes a [Dlund € > 0 ein solches & > 0 existiert, ist f stetig. [

= Supremumsnorm

Interessant ist, dass sich die gleichmafige Konvergenz in F(D) mithilfe

einer Norm ausdricken lasst. — Dazu definieren wir die Supremumsnorm uUber
der Menge D,

1] Csup [f(X)].
x D1

Fur eine unbeschréankte Funktion ist allerdings Igl= oo, was fur eine Norm
nicht zulassig ist. Erst auf RAumen beschrankter Funktionen wird dies tatséchlich
eine Norm. Daher fuhren wir folgende Raume ein.
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Definition und Notiz Die Raume
1 1
B(D) 1 CE(D): OIgl<oco |,
1 . . O
CB(D) 1 [CB(D) : f ist stetig
mit der Supremumsnorm [=Iglsind normierte Vektorraume. [ 1

[ Linearkombinationen beschrankter Funktionen sind wieder beschréankt.
Dasselbe gilt fir stetige Funktionen. Somit sind beide Rd&ume Vektorraume, und
die Funktion [Iglist dort per definitionem endlich. Von den Normeigenschaf-
ten bendétigt nur die Dreiecksungleichung etwas Aufmerksamkeit. Es ist aber
aufgrund der Dreiecksungleichung des reellen Betrages

dHglpl= ilélgjlf(X)+g(X)I
lﬁxlugj(lf(X)l +190(ID
Csdp [F ()] +sup [g()| = O+ [glgl  mmm
pqunl| x D1

Konvergenz bezuglich der Supremumsnorm ist nun nichts anderes als gleich-
maRige Konvergenz, denn

0d—f g1 el
ist gleichbedeutend mit
[fa() —f()| CE]  x [CDI

Zusammen mit dem Satz Uber den gleichmé&Rigen Limes stetiger Funktionen
kdnnen wir daher die letzte Notiz 46 verbessern.

Satz Die Rdume B(D) und CB(D) mit der Supremumsnorm sind vollstandige
normierte Vektorraume, also Banachraume. [ 1

umml Wir betrachten zuerst B(D). Sei (fn) eine Cauchyfolge in B(D) bezug-
lich der Supremumsnorm. Dann ist (f,(x)) fur jedes x [CDIeine Cauchyfolge in
R und damit wegen der Vollstandigkeit von R konvergent. Wir kdnnen daher
eine Funktion f: D - F in jedem Punkt von D definieren durch

fC) Clim (), x (DI

Diese Funktion ist o [ensichtlich der punktweise Limes der Folge (fn). Zu zeigen
ist, dass dies auch der gleichmé&Rige Limes in B(D) ist — das also auch f [B{D)
und Od —f g1- O gilt.

Nun, aus der Cauchy-Eigenschaft der Folge (f,),

0 — fm [g1=sup [fn(X) — Tm(X)| < €/2, n,m [NKg),
x [D1
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folgt durch punktweisen Grenziibergang m - oo auch g
[fan(X) — F(X)| =42, n [NKe), x [Dl

Also gilt auch
sup |fa(X) —f(X)| = 04 — f [g1 €42, n [NKg),
x D1

und damit

0—flgl<e, n [CNKe).

Also konvergiert (f,) in der Norm [Iglgegen f.
Mit € = 1 und einem geeigneten f, folgt auBerdem

HIg LA [pH 1 < oo.

Also ist f beschrankt und damit f [CB{D). Damit ist gezeigt, dass jede Cauchy-
folge in B(D) einen Grenzwert in diesem Raum hat. Also ist B(D) vollstandig.

Nun betrachten wir noch den Unterraum CB(D) von B(D). Sind alle f,
stetig, so ist auch f als deren gleichmaRiger Limes stetig 45. Also hat eine Cauchy-
folge in CB(D) einen Grenzwert, der ebenfalls wieder zu CB(D) gehdrt. Also ist
auch dieser Raum vollstandig. [

Der vorangehende Satz macht keine weiteren Annahmen Uber den Defini-
tionsbereich. Dieser kann also eine beliebige Menge sein. Besonders elegant ist
der Sachverhalt allerdings fur kompakte Definitionsbereiche, da wir hier die
Beschréanktheit fur stetige Funktionen nicht explizit fordern mussen.

Sei dazu

L1 1
C(D) 1 CE(D) : f ist stetig .
Es gilt dann CB(D) = C(D) n B(D).

Korollar Ist K kompakt, so ist der Raum C(K) aller stetigen reellwertigen
Funktionen mit der Supremumsnorm vollstandig, also ein Banachraum. [

1 Nach dem zweiten Satz vom Minimum & Maximum 4; ist jede stetige
Funktion auf einer kompakten Menge beschrankt. Also ist C(K) [BIXK) und
deshalb auch

C(K) = CB(K).
Die Behauptung folgt dann aus dem letzten Satz 47 . [0

Wir werden dieses Korollar vor allem auf die Raume C([a,b]) stetiger reeller
Funktionen auf kompakten Intervallen anwenden.
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Bemerkung Alles Vorhergehende gilt auch fur Abbildungen in einen belie-
bigen Banachraum F. So bildet

1 [
C(D,F) #: D - F stetig
einen Vektorraum, und der Unterraum
1 [
CB(D,F) 1 [CID,F): OIgk <oo

bildet einen Banachraum, wobei OlIgk [CsSlip, [T (x) ] Dasselbe gilt far
C(K,F), wenn K kompakt ist. Die Beweise sind praktisch dieselben. [1
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