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Votieraufgaben

1 a. Sei h· , ·i ein Skalarprodukt und v ein stetiges Vektorfeld auf V , für das
mit einer Konstanten a · 0 gilt

hv(x),xi ‡ a(1 + kxk2), x 2 V.

Dann gilt für jede Lösungskurve ' von v die Abschätzung

k't (x)k ‡ (1 + kxk)eat , t · 0.

b. Was muss vorausgesetzt werden, damit Entsprechendes für t ‡ 0 gilt?

2 Sei v ein C1-Vektorfeld auf V und ↵ : V ! R eine positive C1-Funktion. Dann
besitzen die Vektorfelder v und w = ↵v dieselben Lösungskurven. Gilt das
auch, wenn ›C1‹ durch ›lokal lipschitz‹ oder ›stetig‹ ersetzt wird?

3 Variante des Lemmas von Gronwall Es gelte

u(t) ‡
Z t

0
(a(s) + bu(s)) ds, 0 ‡ t ‡ T ,

mit u, a : [0, T ] ! R stetig und b · 0 . Dann gilt

u(t) ‡
Z t

0
a(s)eb(t�s) ds, 0 ‡ t ‡ T .

4 Allgemeines Lemma von Gronwall Seien u, a : [0, T ] ! R stetig,
b : [0, T ] ! R integrierbar und nicht-negativ, und

u(t) ‡ a(t) +
Z t

0
b(s)u(s) ds, 0 ‡ t ‡ T .

Dann gilt

u(t) ‡ a(t) +
Z t

0
a(s)b(s) exp

✓Z t

s
b(r) dr

◆
ds, 0 ‡ t ‡ T .

Spaßaufgabe

5 Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz Ist das Vektorfeld v L-lipschitz auf
der Kugel Br (x0) , so besitzt das Awp

ẋ = v(x), x(0) = x0

für hinreichend kleines T > 0 eine eindeutige Lösung ' : [0, T ] ! Br (x0) .
Beweisen sie diesen Satz, indem sie ET = {' 2 C([0, T ], V} mit der üblichen
Supremumsnorm

k'k[0,T ] = sup0‡t‡T k'(t)k ,

X = {' 2 ET : '(0) = x0} betrachten und den Beweis des globalen Ee-Satzes ??

entsprechend anpassen.
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