Diese Aufgaben sind nur ein warm-up und haben keine Votierpunkte!

Auf RP ist J? lipschitz. Genauer gilt auch hier
NI SN L b akf gkap:

Aufgrund der Linearitat des Integrals genlgt, eine einzelne Re-
gelfunktion f 2 RE zu betrachten. Gilt nun 7, ) f, so gilt auch k”nk 5.p ¥
kfk ., . Damit erhalten wir

jabfj r!i!ning T r!i!niagj’nj limk nkap b a

b a kfk .y :

Die Thomaefunktion ist definiert als
8
<0; X
cRTR; X . Q
- 1=q; x p=q mit teilerfremden p;q und g > 0.
Zeigen Sie:  ist auf jedem Intervall a;b integrierbar. Konstruieren sie auch
eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmafig gegen  konvergiert.

Sei rn eine beliebige Abzahlung der rationalen Zahlen in 0;1 .
Setzen wir

n_ fri;..;rng> nk1l,

so stimmt , mit in den rationalen Punkten rq;..;r, sowie allen irrationalen
Punkten Uberein. Da es zu jedem " > 0 in 0;1 nur endlich viele rationale
Zahlen mit einem Nenner kleiner als 1=" gibt, gilt

Kn Kogi<"

far alle n hinreichend gro3. Es giltalso ) .Da
Z

n O nk£l;
0;1

gilt dies auch fur

Ist

: < jtj ; nkl;
n 2 n 1 1

0; t O

f: 1;1 'R; ft

W N
|_\
S|k

eine Treppenfunktion, eine Regelfunktion, oder keins von beidem?



2= Losung Dies ist keine Treppenfunktion, da sie unendlich viele verschiede-
ne Werte annimmt. Sie ist aber der gleichméaRige Limes der Treppenfunktionen

fo T 1=n 12

und deshalb eine Regelfunktion. 7

Vertauschungssatz  Eine Cauchyfolge f, in RY versehen mit der Supre-
mumsnorm ist konvergent, und es gilt
Zy Zy

limf, lim fp:
a a

z Losung Dies folgt aus der Definition des Regelintegrals. Eine Cauchyfolge
fn in RY bezuglich k k 4. ist auch eine Cauchyfolge in BY ~ RJ und
hat dort einen Grenzwert f 2 B2. Da aber RY in B2 abgeschlossen ist, ist
auch f 2 RE, also integrierbar. Die behauptete Gleichung ist dann gerade die
Stetigkeit von J® auf RE. ~



Votieraufgaben

Das Produkt zweier Regelfunktionen ist wieder eine Regelfunktion.

Eine Funktion f: I T R ist eine Regelfunktion genau dann,
wenn sie in jedem Punkt von | einseitige Grenzwerte besitzt. Die Satze fur
Funktionsgrenzwerte gelten nun genauso gut fur einseitige Grenzwerte. Sind
also g;h: 1 ¥ R zwei Regelfunktionen, so besitzt auch das Produkt gh: I ¥ R
in jedem Punkt von | einseitige Grenzwerte, ist also eine Regelfunktion.

Ist die Funktion

<t ; nkl;
n 2 n n

8

2 1 1 1
f: 01 'R ft 1

-0 t O

eine Treppenfunktion, eine Regelfunktion, oder keins von beidem?

Eine etwas einfachere, gleichwertige Formulierung betrachtet die
Funktion

<t n 1;2; ..
n

51 1 1
. . '-
f: 0;1 'R; ft 3

Dies ist keine Treppenfunktion, da sie unendlich viele verschiedene Werte
annimmt. Sie ist aber der gleichmaRige Limes der Treppenfunktionen

fn f 1=n 1;1

und deshalb eine Regelfunktion.

Sind f und g auf dem Intervall | integrierbar, so auch fg, und es gilt die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
z z 1=2 z 1=2
Jfei P igi®
Mit
Z
hf;gi ™ ijgj

gilt der Beweis fur die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fir ein Skalarprodukt
auch hier. Dafur ist nicht erforderlich, dass h ; i definit ist.



4

Sei f 2 R2. Dann existiert zu jedem " >0¢ein > 2C a;b mit
Zp
it 7i<

a

Zunéachst existiert aufgrund der Definition des Integrals eine
Treppenfunktion = 2 TP mit
Zy
jif Tj<r=2
a

Es genugt dann, zu
Zy
iogi<"=2 M

a

eine stetige Funktion g zu finden mit

Die Treppenfunktion ist im Innern von a;b aullerhalb von endlich
vielen Sprungstellen stetig. Es gentigt somit weiter, nur diese Sprungstellen zu
betrachten.

Betrachten wir der Einfachheit halber eine einzige Sprungstelle, als Proto-

typ zum Beispiel = sgn auf dem Intervall  1;1 . Wahlen wir g mit
8
<7t jtj>
gt - .
“t= gt ;
so ist, wie man leicht nachrechnet, g stetig mit
Z,
7 4gj

1

Ubertragt man dies entsprechend auf die endlich vielen Sprungstellen von ~,
so erhalt man eine stetige Funktion g mit der Eigenschaft (1).

Schriftaufgabe

Fur die Funktion f 2 R? gelte
Zy
fEOQ; f O

a

Dannist f. f. 0.



2 Losung Angenommen, es ist f; ¢ 0 in einem Punkt c 2 a;b . Wegen
f E£0 istdann f; ¢ " > 0. Dann existiert aber auch ein >0, so dass

ft >"=2 c t c

Dann gilt wegen f £ 0 auch
Zb Zc Zc
fE fE "=2 " =2>0;

a Cc [

ein Widerspruch. — Entsprechend fur f_. 7



Votieraufgaben

Bestimmen sie die folgenden Integrale.

Zl Zl Zl
a. t?’e 'dt  b. tlogtdt c. e Usintdt
0 0 0
Z Z4 dt
d. e ®Stgin2tdt e.
0 o t3 1
a1 1
1 1
a. 2e't 2 b. =t? =
0 4 0 4
1 1
c. e tcost 1=2
2 0

d. Mit sin2t 2sintcost erhalt man

4
21 cost e °°st —:

0 e

e. Mit der Faktorisierungt® 1 t 1 t2 t 1 erhédltman
1 1 1 1t 2

3 1 3t 1 3t2 t 1
11 1 8t 4 2
3t 1 62t 12 3 2t 12 3
und damit
Z
1 dt t 12 i&amanzt 1
o1 t3 2t 12 3 '3 P3 o

1 In
6
—P= 1 In2 {Elk arctan é
23 3 3 3’
a. Das Integral
1 -
sint dt
1 t
konvergiert, aber nicht absolut.
b. Was gilt fur das Integral
Za sin ¥t
~— dt

0 t

als Funktion von ¥ >0?



a. Einerseits gilt

r H r Z r
sint cost cost
—dt dt;
o t t 1 o t2
und der Grenzwert fur r ¥ 1 existiert o [edsichtlich. Andererseits gilt
z
n jsintj 1 . 2
J__Jdt/E— sintdt —; n k& 2:
n1 1) n o n

Das Absolutintegral divergiert daher wie die harmonische Reihe.
b. Substitution ergibt

Z i Z .
1 sin !tdt 1 sint

dt; 1 >0Q:
0 t o t

Die Funktion f: 0;1 _® R sei monoton und integrierbar. Dann existiert flr
jedes h > 0 die Reihe g T nh , und es gilt
x Z1
limh f nh ft dt:
heo nA0 0
Wir kénnen annehmen, dass f positiv ist und monoton fallt,
andernfalls gehen wir zur Funktion f Uber. Das Integralkriterium 1022 ange-
wandt auf die Funktion *p hf h ergibt dann
< Z1 Z1 x
h f nh h f ht dt ftdt h f nh
n/E2 1 h nEl
Da der Grenzwert des Integrals fur h & O existiert, existiert damit auch der

Limes der Summen fur h & 0, und es folgt die Behauptung.

Es sei f eine Regelfunktionauf a 1;b 1 und Kf 7 f h . Dann
existiert zu jedem " >0 ein 2 0;1 , so dass
Zy
jinf fi< jhi<

a

Zu jedem " > 0 existiert eine Treppenfunktion = mit
kf 7kgap <™. Damitgilt

Zy Zy
i nf fj inf 74 Jn7 Ty 37 Aj
a a
Zy
2" b a Jn> 7j:
a
Fur die charakteristische Funktion eines Intervalls | gilt nun o Cedsichtlich
Zy
ina i 2jhj:

a
FUr eine gegebene Treppenfunktion * gibt es daher ein > 0 so, dass
ebenfalls
Zy
in? 7Ti<"b a; jhj<

a



Damit gilt dann insgesamt
Zy
jrf fj<3"b a; jhi< : /

a

Beweisen sie die Existenz der sogenannten Eulerschen Konstanten
X1

lim s logn ; S :
ni1 " an n k

k1
z Losung FOr an, sn logn und m > n gilt

. . X 1 Zmg
Jam an) E {dt
K

3

dt

~| =
Xl

x
=

Xl
S|k

kn 1

Also bildet a, eine Cauchyfolge. 7
Schriftaufgabe

Dirichletsches Konvergenzkriterium  Sei f eine stetige Funktion auf a;b
mit beschrankter Stammfunktion und g eine monotone C1-Funktion auf a;b
mit limgspg t 0. Dann existiert das Integral von fg Gber a;b .

2 Losung Sei F eine Stammfunktion von f. Dann ist M 7 kFk 5, < 1 nach

Voraussetzung. Fiir a<c <u<v < b gilt dann
zV \" ZV
fgdt Fg Fgldt;
u u

u

also
Vv ZV
fgdt Mjgv guj M jg'jdt
u Z u
Vv
2Mjgcj M jgljdt:
u

Aufgrund der Monotonie von g wechselt g° das Vorzeichen nicht, so dass
z z,

\%

uj@J‘det ugodt jgv guj jgcj:

Also gilt
Z

v

fgdt 3Mjgcj O c b 7/
u



Votieraufgaben

Bestimmen sie sdmtliche Losungen der Di Cerknzialgleichung
a. X xsint sin2t b. x 3xtant 1.

z Losung a. Xt 21 cost cecost

¢ 3sint sindt

b. xt
3cos3t

Man Iose die folgenden Anfangswertprobleme.
a. X xsint; x0 0 b tx x x?logt; x1 1

c. X xsint t?exp cost; xO0 1.

z |Losung Die allgemeine L6sung ist

a. xt ce °St  firdie gesuchteist ¢ 0.

b. xt c t3=3 e °S'  fir die gesuchte ist ¢ e.
c 1
t

c. xt —_—
1 logt

, fur die gesuchteist ¢ 0. 7

Losen sie die Di Lerknzialgleichung

2

X X X<; X > 0;
wobei ; =0, mit der Substitution x 1=y.
2 Losung Mit der Substitution x 1=y erhalt man y y mit der

allgemeinen Ldsung

yt ce ' —et: 7

Bestimmen sie die allgemeine Lésung zu

z 2t! 2tz 1 t>0:

= Losung Mit At t?2 logt? ist dies

zt ceAt 1 ct2e® 1. s

Schriftaufgabe

Man I6se — mehr oder weniger explizit — die folgenden Anfangswertprobleme.

XxInx . cost
—; X =2 e° b. X oo X =4,
sint co0s2 X

Hinweis: Machen sie bei der ersten Aufgabe einen sinnvollen Ansatz.



a. Mitdem Ansatz x exp u geht die Di [erenzialgleichung

uber in
u .
sint’
Separation der Variablen ergibt
z
ut exp 1 t (.j,,
=2 sin

wobei die Anfangsbedingung bereits bericksichtigt ist.
b. Esist 2x sin2x ? 4cos?x. Separation der Variablen und Beriicksichti-
gung der Anfangsbedingung ergibt daher

2x t sin2x t 1 > 4sint:

Diese Gleichung bestimmt die L6ésung implizit.



Votieraufgaben

Abschneidefunktion Man konstruiere zu jedem " > 0 eine C1-Funktion
8
<1 jti 1

o RYT 0;1; ~«t -
-0; JtjEL ™

z Losung Man kann zum Beispiel die charakteristische Funktion des Inter-
valls 1 "=2;1 "=2 miteiner glatten Diracfunktion falten, deren Trager
in "=2;"=2 enthalten ist. 7/

Zu jeder Funktion f 2 C1 a;b existiert eine Folge von Polynomen p,,, so
dass pn gleichmé&Rig gegen f und p? gleichméRig gegen % konvergiert.

z Losung Sei " > 0. Da auch f° stetig auf a;b ist, existiert ein Polynom
p, so dass

kf® p’kap <"=b a:

Wir kdnnen auch noch eine Konstante — die ja bei der Ableitung wegfallt — so
addieren, dass p a fa.Dannistfura t b

Zt Zt "
jif t t] jf° s jds < d "
J pt] aJ S p° s jas .b a S
Also ist auch
kf  pkap, <™

Da " beliebig war, folgt die Behauptung. 7

Skizzieren sie die folgenden Kurven.

a. 0:4 T RZ. t, e ¥cost;e ¥sint ,

b 1,1 TR%L t, t3ht?,

C. 0;2 T R2: t , cost t=2 sint;sint t=2 cost ,
d 0:2 Y¥R? t, cosdt;sint .

z Losung Siehe Abbildung 1und 2. 7

Die erste Ableitung einer Kurve ist eindeutig bestimmt ist, wenn sie existiert.
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Abb 1

2 Losung Angenommen, es gibt zwei Vektoren v; und v, mit der Eigen-

schaft (1). Dann gilt

kvy v t akg
it aj

lim limkvy  vaok 0;
tia tia L 208

alsovy vo. 7

Abb 2
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Schriftaufgabe

Zu jeder reellen Folge ap ngo konstruiere man eine Funktion f 2 C1 R mit

1
—f" 0 ap; n £ 0:
n!
Setze dazu
X
f arn” 1 a2t t"
nAOo

mit einer geeigneten Abschneidefunktion ~ .
Wahle eine Abschneidefunktion ~ mit
0 1 =" 0 0 nkl
sowie ~ t O far jtj £1. Dann ist

=1 a2t 0 &

1 a3’
und damit

janj
1 a?

jan” 1 a%tj 1; t2R:

Die Reihe konvergiert also gleichmaRig auf jtj < 1 gegen eine, wie man zeigen
kann, unendlich oft di [erknzierbare Funktion. Zu ihrer n-ten Ableitung bei O
tragen nur diejenigen Terme bei, die keine Ableitung von ~ enthalten, und

von diesen auch nur der Term mit t". Das heil3t, es ist

f" 0 an” 0 t””to apn!:

SpaRaufgabe

Peanokurve Seiu: R T 0;1 eine stetige Funktion mit
8
<0; 0 t 1=3;

ut 2 ut; ut -
-1, 2=3 t 1.
Definiere
X
t 2 K1 5ok ; ot utu 3t
(9:30)

Dann bildet das Intervall 0;1 surjektivauf 0;1 2 ab.



1
9
Po ;05 p1

Fur die Kurve ¢ gilt dann aufgrund der Definition von u
ot pi fur t21; i 0;1;2;3:
Dementsprechend gilt fur alle k £0
0 9%t  pi fur 9%t mod2 2 I;:

Definieren wir nun Intervalle I, i, 0;1 mit beliebigen i 2 f0;1;2;3¢g

durch

so sind diese Intervalle nicht leer, und es gilt
X X
nt 7 2 k1 kt 2 k lpik fur t2 Iioil:::in:
k 0 k 0
Da alle Kombinationen der Indizes i moglich sind, tri (die Kurve , somit
alle Punkte auf dem Gitter Z2=2" 1 innerhalb von 0;1 2. Die Kurve , ist
deshalb 2 " ldichtin 0;1 2, gemessen in der Maximumsnorm. Als gleichma-

Riger Limes der , ist damitdichtin O0;1 2 und deshalb eine Peanokurve.

Wahlen wir u zum Beispiel wie oben, so sehen die ersten Kurven wie

unten stehend aus.



<=

S




Votieraufgaben

1 Zeigen sie anhand der Kreiskurve : 0;2 , t cost;sint , dass fur
Kurven im Allgemeinen der Mittelwertsatz nicht gilt. Woran liegt das?

Wirde der Mittelwertsatz gelten, so gdbe es zum Beispiel ein
s2 0;2 mit
s 2 0 2 0 0;0 ;

oder ~ s sins;coss 0;0 . Das ist aber nicht mdglich, da die Funktio-
nen sin und cos keine gemeinsamen Nullstellen haben.

2 Sei : a;b ¥ EeineCl-Kurveund *: c;d ¥ a;b eine C!-Parameter-
transformation. Dann gilt

L ab Lecad
Esist - -7 % und
ki tkeg j> tjko 7t kg:
ImFall * £0ist 7 ¢ aund 7 d b, und die Substitutionsregel ergibt

Zy Z-y Zy
k” t kgdt ki 7t kg” t dt k™ s kgds:
a T c c
Im Fall * Oist = ¢ bund * d a, und man erhalt letzten Endes
ebenfalls
Zy Z-
k™ t kegdt ki 7t ke Tt dt
a > d
Zyg
k™ s kgds k™ s kg ds:
d c
3 Zeigen Sie: Zwei verschiedene Stammfunktionen einer Kurve 2 C I;R™

konnen sich nur durch eine additive Konstante ¢ 2 R™ unterscheiden.

Siehe Skript.

4 a. Zujedem s 2 1;3 existierteineKurve s: 0;1 ¥ 0;1 mit
L o S:
b. Es gibt eine Kurve 0 0;1 ¥ 0;1 mit

L I



a. Schreibes 1 2tmit0 t 1.Lauft man aufeinem
regularen Kurvenstiick von 0 nach t, dann zurtick nach 0 und schliel3lich
nach 1, so hat die gesamte Kurve die Ldnge 1 2t s.

b. Auf dem Zeitintervall 1=n 1 ;1=n laufe man von 0 nach 1=n und
zuriick. Macht man dies fur jedes n £ 1, so erhd£t man eine stetige Kurve mit
Parameterintervall 0;1 und unendlicher Lange.

Man gebe Beispiele fir Kurven : 0;1 I R? mit folgenden Eigenschaften:
a. Injektiv auf 0;1 , aber nicht doppelpunktfrei.

b. Der zugehdrige Weg ist regular, diese Parametrisierung jedoch nicht.

c. DiLlerknzierbar, aber nicht rektifizierbar.

d. Keine aquivalente Parametrisierung ist lipschitz.

a. Eine Kurve in der Gestalt der Zi Lerl6. Der rechte Rand von
0;1 wird also auf einen Punkt im Innern der Kurve abgebildet.
b. Man nehme eine regulére Kurve und parametrisiere sie so um, dass in
einem Punkt die Ableitung verschwindet. Siehe Aufgabe 13.11.

c. Die Funktion
8
<t?sin1=t?; t O;

f: 0;1 'R; ft -
- 0; t O

ist di Cerkbnzierbar, aber nicht stetig di CLerbnzierbar. Ihr Graph ist nicht rektifi-
Zierbar.

d. Gabe es eine lipschitzstetige Parametrisierung, so ware die Kurve rektifi-
zierbar. Also ist jede nicht rektifizierbare Kurve ein Beispiel.

Schriftaufgabe

Sei | ein kompaktes Intervall und  eine gleichmé&Rig konvergente Folge in
C% I;R" mit Grenzkurve

a. Sind die n rektifizierbar und ihre Ldngen L |, gleichméRig beschréankt,
so ist auch  rektifizierbar.

b. In diesem Fall gilt weiter L liminfaea L 4 .

c. Es gilt nicht notwendigerweise Gleichheit.

d. Die Behauptung gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn die Langen nicht
gleichméRig beschréankt sind.



a. Sei">0und T to;:::;tm eine beliebige Teilung von 1.
Wegen der gleichméaRigen Konvergenz existiert ein N, so dass

k nk; “supk t nt k<"=2m; n /A N:
t21

Mit der Dreiecksungleichung folgt dann

X X
k t ti 1 Kk K nti ntiik

i1 i1

X
k ntik kntia ti 1 Kk
i1
und damit
T T n 2mKk nk| L n " n /& N:

Da dies fur alle n £ N gilt, muss es auch fur das Infimum tber alle n £ N
gelten. Somit ist

T infL n "<
n&AEN

Also gilt auch

L infL "< 1,
nAN

Somit ist  auf jeden Fall rektifizierbar. — Die letzte Ungleichung gilt bei
gegeben " fur alle N hinreichend grof3. Also gilt auch

L supinfL q " liminfL "
N n&N n
Da dies fur jedes " > 0 gilt, folgt L liminf,L .

b. Gleichheit muss nicht gelten. Zum Beispiel haben alle Kurven
1 .
n: 0;2 TR% Ot - cosnt; sin nt

die Lange
Z, Z,

L n K'nt kedt 1dt 2 ;
0 0

der gleichmaRige Limes dieser Kurven ist aber die Nullkurve mit Lange Null.
c. Ein Beispiel bildet die Folge der Kurven, die gleichméafig gegen eine Peano-
kurve konvergiert.



Votieraufgaben

Fur ein beliebiges Skalarprodukt h ; i auf dem R" gilt
hu;vi hAu;Vig
mit der symmetrischen Darstellungsmatrix A hei;eji 1 ijj n.

Mit den Darstellungen

X X
u uij€j; \" Vj€j
i1 j1

bezuglich der Standardbasis wird
X X

hu;vi uivj hej;eji Ui ijvj hAu;vi
1 i n 1 i n
mit A ij -
Sei A: V ¥ W eine lineare Abbildung zwischen zwei normierten Vektorrdumen.
Dann gilt Ah o h genau dann, wenn A 0.

Ist Ah 0 h , so existiert zu jedem " >0 ein >0, so dass
kAhk "khk; khk
Dies wiederum impliziert, dass kAk  ". Da " > 0 beliebig war, ist also
kAk 0 und damit A 0. Die Umkehrung ist trivial.
Sei h ; i ein Skalarprodukt auf V. Dann gibt es zu jedem A2 L V;W ein

symmetrisches Q2L V;W ,sodass hA ; i hQ ; 1.

Bezuglich h ; i ist die Adjungierte Q~ wohldefiniert. Es gentigt
dann,

1 >
A 5Q Q

zu setzen.
Gegeben seien Funktionen ~;f;g: 1;1 ¥ R. Dabei sei * stetig und
fh O h; gh oh:

Bestimmen sie (natlrlich mit Beweis) die Ordnung von
a f g h b. g> h c. *f h d fg h e. gh fh



Nach Voraussetzung gilt lokal um 0
ifhj Mjhj;  jghj=jhj1o0:
a f g h o h ,denn
ifghj ighj
— M——— T O:
ihj ihj
b. g2 h o h? , denn

2

g” h ighi *, .

jh?j ihj
C. f h O h , denn

i”f hj k”k ;.4 jfhj k”k 5., Mjhj M%jhj:
d. fg h o h?  denn
jfg hj jfhijjghij ig hj
J_QZ_J J__JJQ__J Mjg__J!O:
jhzj jhj  jhj jhj
e. gh fh oh .Dennh fh ¥ O0firh?O0, unddamit
jgh fh j jgh fh jjh fhj Mjgh fhj'
jhj jh fhj jhj jh T hj

Sei | ein kompaktes Intervall und C I mit der Supremumsnorm versehen.
Dann ist

Z
1
cC1l IR; f = f2tdt
2
di Cerknzierbar énit
D f ft tdt:
I
Es ist
Z Z
f f f dt 1 2 4t
I 2 '
wobei
Z Z
f dt jfidtk k;; 2dt k k,zjlj ok k:
|

Das erste Integral beschreibt somit eine beschrankte Linearform L auf C |
und es ist

f f L ok kj:

Also ist L D f



Schriftaufgabe

Produktregel Seienh ; i:V ¥ R ein Skalarproduktund f;g: V ¢ V
di Cerknzierbare Abbildungen. Zeigen sie, dass

: VIR, 7 x hf x ;g x 1
di Cerknzierbar ist, und bestimmen sie die Ableitung.

z Losung Mitf x h f x Df xh o h undentsprechend fur g erhélt
man

X h hf x ;gxi hDf xh;gxi hf x;Dgxhi oh
Zx hDf x°gx Dgx~fx:hi oh:

Also ist

rhf;gi x Df x°gx Dgx~f x:

P
Oder man bestimmt aus X «fk X gk x die partiellen Ableitungen
x
x X Okfixi  TuOks X0 7

k



Votieraufgaben

Mittelwertsatz fur skalare Funktionen Sei f: V ,1 R stetig di Cerénzierbar.
Gehort u;v zum Definitionsbereich von f, so gilt

fv fu Df vV u
mit einem 2 u;v .

z Losung In diesem Fall wird im Lemma von Hadamard 1415 das Integral
der stetigen skalaren Funktiont , Df 1 tu tv v u auf 0;1 gebildet.
Der Mittelwertsatz der eindimensionalen Integralrechnung 10 ist hierauf

anwendbar, und es gibtein 2 0;1 , so dass
Zl

Df 1 tu tv v udt Df 1 u VvV Vv u:
0

Die Behauptung folgt daraus mit 1 u v2 uyv. 7/

Seien f;g: R" T R dierknzierbare Funktionenund = fg.
a. Bestimmensie D” x h fur h2 R".
b. Bestimmen sie r~ x bezuglich des Standardskalarprodukts.

z Losung a. Da f und g dilerknzierbar sind, ist
fg x h fx Dfxh oh gx Dgxh oh
fg x fxDgxh gxDfxh oh:
Also ist
D xh fxDgx gxDfx h
b. Es folgt, dass

r fg frg grf: /

Bestimmen sie die Jacobimatrizen der folgenden Abbildungen.
a. f: RTIR mitfx jxj2
b. f: REYRE mitft t?cost;t?sint;sinht ~
c. f: R*IRZmitf a;b:c;d o ab cd;az:lti2 b2d? >
xsiny sinz
d f: RRYREmitf xy;z 5xsinycosz§
XCOSY



z Losung a. Df x  2x.
b. ft 2tcost t2sint;2tsint tzcolst;cosht >,

b a d c

c. Df x
2ac? 2bd? 2a’c 2b4d

0] 1
sinysinz xcosysinz Xsinycosz

d. Df x gsinycosz X COSY COSZ xsinysinzg: /
cosy xsiny (0]

Kettenregel Sind *:V ,1 V imPunktaund f: V ,T RimPunkt = a
di Cerenzierbar, soistauch f *:V ,! R im Punkt a di Cerknzierbar, und es

gilt

rf a D” arf ~a

2 [Losung Mit der Kettenregel 147 gilt
Df = ah Df a D” ah
hrf = a ;D” a hi
hD~”> a rf 7 a ;hi:

Alsoist r f = a D”~ arf ” a wiebehauptet. 7/

Variante des Lemmas von Hadamard Sei f 2 C? und 02 . Dann gibt
es Funktionen g1;..;gn 2 C so dass
X
f x fo Xigi X :

i1
2 Losung Mit dem Hauptsatz und der Kettenregel ist
Z1 d X Z1
fx fO —f tx dt Xi fy tx dt:
o dt i1 O
Also kdnnen wir
Zy
gi X fy, tx dt
0

wahlen. Diese Funktionen sind C1, da f C2ist. 7



Schriftaufgabe

Gegeben ist die Funktion
x3y  xy?
f: RPIR;, fxy _x);iyz.
Zeigen sie, dass f alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung besitzt. Bestim-
men sie diese Ableitungen, insbesondere im Nullpunkt.

AulRerdem des Nullpunkts ist die Funktion unendlich oft di Ceren-
zierbar, und die Bestimmung der partiellen Ableitungen ersten und zweiter
Ordnung ist eine reine Rechnerei. Aus

x2 y? b o XY
By X2 y2 2X7y x2 y22’
x2 y?2 b o XY
fy X33 y?2 22Xy 3 y2 2’

folgt aulRerdem, dass die ersten und zweiten partiellen Ableitungen im Null-

punkt verschwinden.
Die Funktion ist im Nullpunkt jedoch nicht zweimal di Cerenzierbar. Mit

Polarkoordinaten

X rcos?; y rsin?
und den Identititen cos2> cos?2 = sin? 7 und sin2~  2sin 7 cos ~ wird
fxy r?cos®” sin?7 sinZcos”
r? T
—Cc0s27sin2 —sin4~:
2 4
Somit ist die zweite Richtungsableitung in einer Richtung mit 4~ Z nicht

Null.



Votieraufgaben

Sei A eine beliebige n  n-Matrix und

f: RTIR;, fx hAX; Xi :
Dann ist

rf A A X Hf A A~

Mit der Produktregel ist

Df x h hAx;hi hAh:xi hA A~ x:hi;
und weiter

D?f xh h A A~ h;hi:
Daraus folgen die Behauptungen.
Untersuchen sie die folgenden Funktionen f: R? I R auf Extremalstellen.
a fxy y? 3x% 2x*

b. fxy x® y3 3x 12y 20
c. fxy expx? y?2 8x* 4y*.

Far

fx 6xy 83 0, f, 2y 3x* 0

ist X;y 0;0 die einzige Losung. Es gibt also nur den einen kritischen
Punkt 0;0 . Weiter ist
1 L
6y 24x 6X 00
Hf Xy ,  Hf 0;0 -
6x 2 02

Also hat Hf 0;0 die beiden Eigenwerte O und 2 und ist positiv semidefinit.
Dies reicht aber nicht aus, um auf ein lokales Minimum zu schlie3en. So ist

fux 0y 6y <0; y =>0;

was darauf hindeutet, dass kein Minimum vorliegt. Tatsachlich ist mit quadra-
tischer Ergéanzung f x;y 2y 3x? 2=4  x*=9 und somit
1

4 . .
2y 32 9x <0; x O:

fxy



Sei * 2C2 R und
f: RTIR;, fx Z ha;xi

mit einem festen Vektor 0 a2 R" und n £ 2. Dann ist jeder kritische Punkt
von f degeneriert.

P
Mit ha;xi i aiX; erhalt man

i

. "% ha;xi a; fuxg 7" haixi aiay;
also
Hf =% ha;xi aiaj i

Fassen wir a als Spaltenvektor auf, so besteht die Matrix aja; aus den
Spalten

aia; aza; :::; apa:
Fiar a 0 hat diese Matrix Rang 0, sonst Rang 1. Im Fall n £ 2 ist sie daher

immer entartet.

Sei u: R? 1 R zweimal stetig di [erknzierbar und

vV r; urcos>;rsin” :
Dann gilt
1 .
Uxx  Uyy Vrr FVr ZV’ =
Seic cos” unds sin 7. Mit der Kettenregel erhélt man

Vi UxC  UyS;

Vir  UsxC?  2UxySC  UyyS?;

V- r UxS UyC ;
V- - F U UyS  r? UxS®  2UxySC  UyyC? :
Daraus folgt vir 1 vy 1 2v-=-  Ug  Uyy.

Seien a und b zwei verschiedene Punkte in RZ. Man bestimme den eindeuti-
gen kritischen Punkt c der Funktion

1 1

f: Renfa:bg ' R; f
nta. by * ¥ ak kx bk

und ihr Taylorpolynom T2f.



Es ist

P X
kxk kxk®
An einem kritischen Punkt muss also gelten
X a X b
rf 3 3 ;
kx ak kx bk
oder
X a X b
: (#)

kx ak® kx bk®

Nehmen wir die Norm von beiden Seiten, so folgt kx ak kx bk, und
damit folgt weiterhin aus ()

X a X b:

Also ist der Mittelpunkt zwischen a und b,
a b,
>
der eindeutige kritische Punkt von f.
Fur das zweite Taylorpolynom bei m miussen wir nur die Hessische
Hf m bestimmen. Es ist

XiX;j ij
kxk®  kxk®’

fxixj X 3

Ersetzen wir x durch

m b_a u; m b a_b u
2 <7 2
und setzen r kuk, so erhalten wir
6u;ju;j ij
Hf m = _u .

Hierbei ist ujuj ij uu”. Ersetzen wir noch u durch den normierten Vektor
v u=kuk, so erhalten wir

1
Hf m —36vv> l:
r

Diese Matrix ist Ubrigens indefinit, wie man entweder direkt oder durch
geometrische Betrachtung zeigt.



Schriftaufgabe

Rayleighquotient  Fur eine symmetrische n  n-Matrix A heif3t

EhAx;xi

Z:R'nfog ' R; ~ -
ntee X 2 hx;xi

der Rayleighquotient. Bestimmen sie die kritischen Punkte xo von * und die

zugehorigen kritischen Werte X0 -
z Losung Esist
D~ x h hAx;tTl hAx;le h: hi - hAX )_(;hl
hx;xi hx; xi hx; xi
mit
hAX; X1
hx;xi

Alsoist D* x 0 genau dann, wenn AX X. Das heif3t, jeder kritische
Punkt ist ein Eigenvektor, der zugehdrige kritische Werte ist sein Eigenwert.
Man beachte, dass diese kritischen Punkte nicht isoliert sind. 7



Votieraufgaben
Man zeige: Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes V definierte
Funktion f: K ¥ R ist konvex genau dann, wenn ihr Epigraph

Epif “fu;z 2V R:u2K;zE£fug
konvex in V. R ist.

D Seien u; U 2 K und

fu z; fo z
Fur 0 < <1 ist dann auch

f 1 u a 1 fu fa 1 z Z:

Mit u;z und T;Z gehdrt also auch jede Lonvexkombination dieser Punkte
zu Epi f . Diese Menge ist somit konvex.

( Betrachten wir insbesondere Punkte u;f u und T;f O in Epi f
an, so impliziert die Konvexitat dieser Menge gerade

f 1 u v} 1 fu fUo:

Sei MV eine beliebige Menge. Dann ist
AN
ConvM ™ K V:M K~2Kistkonvex ;

die kleinste konvexe Menge in V, die M enthalt.

Der Durchschnitt konvexer Mengen ist o Cedsichtlich wieder
konvex. Ist K irgendeine konvexe Menge, die M enthalt, so ist K in der Familie
rechts enthalten. Folglich ist Conv M K, und damit die kleinste konvexe
Menge, die M enthalt.

Sei R" o[end und konvex. Ist f: I R konvex, so sind es auch die
Mengen

¢ x2 :f x <cg; c2R:

Seienu;v2 .und 0< <1.Dann ist

also auch 1 u v2 ..



Sei K R" nichtleer und konvex. Dann ist auch die Funktion

d: R"IT R, dx dist x;K "igka uk

u2K
konvex.
Seien x;y 2 R". Zu jedem " > 0 existieren dann Punkte u;v 2 K,
so dass
kx uk dx ' ky vk dy "™

Fir 0< <1 giltdann, daauch 1 u v 2K,

d 1 inf k 1 k
ook ke

k1 X y 1 u vk
1 kx uk ky vk
1 dx " dy "

Da dies fur jedes " > 0 gilt, gilt auch

d 1 X y 1 d x dy:

Sei K R" nichtleer, kompakt und konvex. Ist f: K ¥ R stetig und konvex,
so nimmt f ihr Supremum auf dem Rand von K an. Nimmt f auch im Innern
von K sein Supremum an, so ist f konstant.

Der Rand @K ist kompakt und f auch stetig auf @K. Somit gilt

M supfx fp
X20K

fir wenigstens ein p 2 @K. Jeder innere Punkt x 2 K - gibt es keine inneren
Punkte, so ist auch nichts zu beweisen - ist eine Konvexkombination aus p
und einem >antipodalen< Randpunkt g 2 @K, also

X 1 tp tq
furein t 2 0;1 . Folglich ist
f x 1 tfp tfg 1 tM tM M:

Somit gibt es im Inneren keinen Punkt x mit f x > M.
Angenommen nun, es gibt zwei innere Punkt x und y mit

fy <fx M:
Dann gibt es einen Randpunkt g, so dass x 1 tg ty undsomit
f x 1 tfqg tfy <M;

ein Widerspruch. Nimmt also f sein Supremum in einem inneren Punkt an, so
ist f konstant.



Sei f: x , ha;xi b eine nicht-konstante, a [CneFunktion auf dem R". Dann
nimmt f ihr Maximum Uber der konvexen Hille von m Punkten Xq;..;Xm in
R" in wenigstens einem dieser Punkte an.

Jeder Punkt x in der konvexen Hille K der Punkte Xi;..;Xm ist
eine Konvexkombination

X
X kXk-
k 1
Also gilt
X
f x ha;xi b kha;xki B
k 1
!
x
k Mmax ha;xki b a; Xk b;
K 1 1 k m

denn das Maximum fur wenigstens ein k in f1;..; kg angenommen werden.
Also nimmt auch f diesen Wert im zugehdrigen Punkt xix an.

Schriftaufgabe

Ist f: R" ¥ R strikt konvex und koerziv, das heif3t
lim f x 1;
xjirdi

so besitzt f genau eine lokale Minimalstelle xo, und es gilt f Xg mingn f.

Aufgrund der Koerzivitat existiert eine abgeschlossene Kugel
B B, O so,dass

Da jede auf R" konvexe Funktion auRerdem stetig ist, gilt deshalb
m “inff inff minf> 1;
RN B B
und es gibt mindestens einen Punkt xg mit f Xg m. Gabe es eine weitere
solche Minimalstelle Xo  Xg, so ware f auf dem Innern der Verbindungs-

strecke Xp;Xp aufgrund der strikten Konvexitéat strikt kleiner als m. Das ist
aber nicht moglich. Also ist xo eindeutig.



Votieraufgaben

Sei 7 integrierbar auf I. Dann ist
z

1;1 I R; p j” tjPdt
|

1=p

monoton steigend.

Mit Holder gilt fur jedes r > 1 und konjugiertem Exponenten s

z z 1=s z 1=r z 1=r
it 1° ifi’ ifi’
1 I | I
Ersetzen wir jfj durch j~jP und ziehen die p-te Wurzel, so folgt
z 1=p V4 1=rp
i7iP i7i”®

fur jedes p £ 1 und jedes r > 1. Das entspricht der Behauptung.

X
Far Funktionen f1;..;f; 2 R | und pz1;..;pn > 1 mit & 1 gilt

i1
‘v v < RS
jfi t jdt jfi t jPdt
li 1 i1 !
Fir n 2 ist dies Holder. Der Fall n > 2 folgt durch Induktion
ganz analog zum Beweis der allgemeinen Konvexitatsungleichungen.

Finden Sie zwei 2 2-Matrizen A und B, fur die
A B? A% 2AB B2 ehB  efel:
Wahle zum Beispiel
0 1! 1 O!

A ; B
00 00

Far X 2 fA;Bg rechnet man nach, dass
AX 0 BX X:
Also istauch A B X X und
A B" A B; nZ&E.1:
Dagegen ist zum Beispiel
A? 2AB B> B A BZ
Ebenso folgt, mit e 1,

eeB e | B; e B A B:



Sei E;k k ein Banachraum mit einer Multiplikation, fir die
kABk C kAkkBk

mit einer gewissen Konstanten C > 0 gilt. Dann gibt es auch eine adaptierte
Norm k kg, fur die C 1 gilt und E somit eine Banachalgebra wird.

2 Losung Mit kXky 7 C kXk gilt
kABk, CkABk C?kAKkkBk kAk,kBk,: 7
Esist * eine Losung von X Ax zum Anfangswert X top Xo genau dann,
wenn ¥ 7 tp eine Losung zum Anfangswert x 0  Xp ist. Somit ist
>t e t to AXO:
z Losung Esist ¥ eine Lésung, denn
Yt "t tg ATt tg ATt
Undesist ™ 0 * tp  Xg.Somitist ™ t  e™xg und damit

Tt Tt oty eltWAY: s
Schriftaufgabe

Eine C1-Funktion f: R" ¥ R ist von der Form f X ha;xi b genau dann,
wenn sowohl f als auch f konvex sind.

2 Losung Ist f auf R" konvex, so gilt
fx EfO hrf O ;xi:

Istauch f konvex, so gilt entsprechend f x £ f 0 hrf O ;xi, oder
f x foO hrf O ;xi:

Also gilt
fx f0 hrfO;xi:

Umgekehrt gilt fir jede Funktion mit f x  ha;xi b die Identitat

f tu 1 tv ha;tu 1 tvi b
tha;ui 1 t ha;vi tb 1 tb
tf u 1 tfv:

Daraus folgt die Konvexitat von f und f. 7



Votieraufgaben

Klassifizieren und skizzieren sie alle Di [erknzialgleichungen X Ax in der
Ebene mit detA 0.

Ein Eigenwert ist also 0. Somit bleiben die folgenden drei Méglich-

keiten:

(i) Der zweite Eigenwert ist nicht O.

(ii) Der zweite Eigenwert ist O, und A ist nicht diagonalisierbar.

(iii) Esist A 0.
Im ersten Fall handelt es sich um einen entarteten Knoten, dessen Stabilitatstyp
vom Vorzeichen des zweiten Eigenwertes bestimmt ist. Siehe Abbildung 3. —
Im zweiten Fall ist der Eigenraum zum Eigenwert O eindimensional und besteht
aus Gleichgewichtspunkten. Alle anderen Lésungskurven sind Geraden parallel
zu diesem Eigenraum. Siehe Abbildung 6. — Der dritte Fall ist trivial.

Schreiben Sie die allgemeine Losung von
1

1
X AX; A 0 : <0;

inder Form x g y und skizzieren Sie diese Kurven.

Die allgemeine Ldsung ist

! ! ! !
X t ot 1t a
yt 1 b b

Skalieren wir die Losung so, dass b 1, so wird

yt el t llogy

und damit

x et

at ya Yogy :

Zeichnen sie die Phasenportraits fur folgende Konfigurationen von Eigenwerten
eines linearen Systems x  Ax im R3.

a. b. C. d.



a. Es gibt eine invariante Ebene E mit einem Zentrum und eine
dazu transversale Gerade g mit einem stabilen Knoten. Alle Gbrigen Losungs-
kurven sind Spiralen mit gleichbleibender Ausdehnung, die fur t ¥ 1 gegen
jeweils eine periodische Losung in E konvergieren.

b. Es gibt eine invariante Ebene E mit einem Zentrum und eine dazu transver-
sale Gerade g bestehend aus Gleichgewichtspunkten. Alle Ubrigen Losungskur-
ven erhélt man durch Parallelverschiebung von E in Richtung von g.

c. Es gibt eine invariante Ebene E mit einem Sattelpunkt und eine dazu
transversale Gerade g bestehend aus Gleichgewichtspunkten. Alle Gbrigen
Ldsungskurven erhélt man durch Parallelverschiebung von E in Richtung
von g.

d. Es gibt eine invariante Ebene E mit einem instabilen Strudel und eine dazu
transversale Gerade g bestehend aus Gleichgewichtspunkten. Alle Uibrigen
Losungskurven erhalt man durch Parallelverschiebung von E in Richtung
von g.

Ldsen sie das Ar}fangswertpr?blem X Ax,x0 . Xo fur folgen'de A und Xg.

0 3 3 01 0
a A ,  Xo bh. A ,  Xo
1 2 0 10 2
' '
1 2 3
c. A , Xo
2 1 9

a. Wahle a b 3=4 in der allgemeinen L6sung

! !
3 1
xt ae be 3t
1 1
b. Wahlea 1undb 1 in der allgemeinen L6sung
L !
1 1
xt ae be !
1 1

c. Wahlea 3undb 9 in der allgemeinen Ldsung
1 L
cos 2t . sin2t

t e
sin2t cos 2t

X t

Betrachten sie die inhomogene n-dimensionale Di Cerenzialgleichung x Ax b
mit detA 0. Bestimmen sie eine a [nelTransformation x Py c, die diese
Gleichung in eine homogene Gleichung y By transformiert. Bestimmen sie
damit die allgemeine Losung dieser Gleichung. Wie sieht diese Ldsung aus,
wenn detA 07



Di [erknziation von x Py ¢ ergibt
X AXx b APy c b!Py:

Mit Ac b 0,alsoc A b, erhalt man somit die homogene Di Cerknzial-
gleichung

y By; B P lAP:
Es genugt sogar, P | zu wéahlen. Damitwird x 'y ¢ und
y Ay:

Dessen allgemeine Lésung y t etAyg transformiert sich zuriick zu

xt e®yg ¢ e®x ¢ c efxy e™ ¢
Mit
t Zt Zt
e Ac ¢ e SAc e SAAcds e Abds
0 0
erhalt man
Zt
xt e xo e bds

0

Diese Gleichung gilt unabhéngig davon, ob A regulér ist oder nicht.
Schriftaufgabe

Betrachten sie im R3 die Di [erknzialgleichung X  Ax mit
1

(0]
1
A gl 2 §:
10 1
Zu welchem Diagonaloperator ist A dhnlich?
Welche Struktur hat die allgemeine Losung?

Bestimmen sie die allgemeine Lsung explizit.
Ldsen sie damit das Anfangswertproblem mit x O 2:4:3 ~.

Qoo



2= Losung a. Da A die drei reellen Eigenwerte 1, 2, 1 besitzt, ist A zu
diag 1;2; 1 &hnlich.
b. Die allgemeine Losung hat daher die Gestalt

xt aelvy axe?v, age tvs

mit Eigenvektoren vi, vz, v3 zu den entsprechenden Eigenwerten.
c. Die Eigenvektoren hierbei sind

o 1 01 o 1
2 0 0

1 g 2§; \Z) glg; V3 BO%:
1 0 1

d. Manerhalta; 1,a, 6undasz 2,also
(0] 1
2¢et

Xt B 2¢et 6e2t§: /

et 2et



Votieraufgaben
a. Sei h ; i ein Skalarprodukt und v ein stetiges Vektorfeld auf V, fur das
mit einer Konstanten a £ 0 gilt

hv x ;xi al kxkz; X2V:
Dann gilt fur jede Lésungskurve * von v die Abschéatzung

k*t'x k 1 kxk e t £0:
b. Was muss vorausgesetzt werden, damit Entsprechendes fur t 0 gilt?

a. Fur
t 71 k?'xk® 1 h7tx:7txi

gilt

"t 2h*tx Tt xi

2hv "tx :"'xi 2a1l k?'xk® 2a t:
Alsoist e 23 - 0 und damit
t e 2 0 1 kxk*:

Daraus folgt

k=t x k ql kxk?e?t 1 kxk e
b. Damit dies auch fir t 0 gilt - mit edY an Stelle von e — muss auch

hv x ;xi £ al kxk?
gelten, insgesamt also

jhv x ;xij al kxk? ; X2 V:
Sei v ein C1-Vektorfeld auf V und :V I R eine positive C1-Funktion. Dann

besitzen die Vektorfelder v und w v dieselben Lésungskurven. Gilt das
auch, wenn >C*< durch >lokal lipschitz< oder >stetig< ersetzt wird?



2 Losung Seien v und > 0 stetig. Wir zeigen zunachst, dass jede lokale
Losungskurve von v nach Umparametrisierung auch eine lokale Losungskurve
von V v darstellt.

Seialso ”:1 ¥V eine lokale L6sung von

X VX ; x 0 Xo:
Dann ist
z ; 0o 0
eine stetige skalare Di [erknzialgleichung, besitzt also mindestens eine Lésung.

Diese ist monoton steigend und lasst sich soweit auf ein gewisses Intervall T
fortsetzen, dass : T ¥ I surjektiv ist. Die Kurve

- = TV

ist dann di Cerknzierbar mit

Aullerdemist = O Z0 Xp. Somit ist jede lokale Losungskurve von v
nach Umparametrisierung auch eine lokale Losungskurve von V v, und
ihre Spuren in V sind identisch.

Mit stetiger Fortsetzung gilt dies auch global. Somit ist die Spur jeder
Lésungskurve von V auch die Spur einer Losungskurve von V.

Dasselbe gilt aber auch umgekehrt. Denn ist ¥ V,soist v
und 1.V I R ist ebenfalls stetig und positiv. Somit entspricht auch jeder
Losungskurve von V eine Lésungskurve von v. 7/

1\7’

Variante des Lemmas von Gronwall Es gelte
Zt

ut as bu s ds; ot T;
0

mit u;a: O0;T ¥ R stetigund b £ 0. Dann gilt
Zt

ut as ePt s ds; 0ot T:
0



2 Losung Setzt man
Zy

vt as bu s ds;
0

soistv O 0 und
vt at but at bvt:

Hieraus folgt

bt 0 bt

vte ate

und Integration Uber O;t ergibt
t Zt
vtebP yvsebs as e %ds:
0 0

Das ergibt die Behauptung. 7

Allgemeines Lemma von Gronwall Seien u;a: 0;T @ R stetig,
b: 0;T ¥ R integrierbar und nicht-negativ, und

Zt
ut at bsus ds; o t T:
0
Dann gilt
Zt Zt
ut at asbs exp b r dr ds; 0O t T:
0 S

z= Losung Der Beweis ist eine direkte Verallgemeinerung des Beweises des
einfachen Lemmas. Sei also
Zt

at bsus ds:
0

vt

Nehmen wir zunachst a als di Cerenzierbar an, so ist

vit at btut at btvt:

Also ist
Zt
vteBt 0 F0reBt: Bt = bs ds:
0
Integration Uber O;t und partielle Integration ergibt
Zt Zt
vteBt! ao a’seBsds atebBt asbseBsds:
0 0
Also ist
Zt
vt at asbseBt Bs(ds:

0
Mit u t v t ergibt dies die Behauptung. — Der allgemeine Fall folgt durch
Approximation von a durch di Lerénzierbare Funktionen von oben. 7



SpaRaufgabe

Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz Ist das Vektorfeld v L-lipschitz auf
der Kugel B; Xo , so besitzt das Awp

X vx; x0 Xo

far hinreichend kleines T > 0 eine eindeutige Losung ”: O;T ¥ B, Xp .
Beweisen sie diesen Satz, indem sie Ey 2 2C O0;T ;Vg mit der Ublichen
Supremumsnorm

k”kor supg ¢ Tk™ tk;

X f"2E1:7 0 Xog betrachten und den Beweis des globalen Ee-
Satzes 179 entsprechend anpassen.

2 Losung  Sei K 77 supyop, x, KV X K. Esiist K < 1, da v lipschitz ist. Es
genugt nun anzunehmen, dass

T <min 1=L;r=K :

Zuerst ist zu zeigen, dass der Operator T aus dem Beweis von Satz 17.9
jede stetige Kurve *: 0O;T ¥ B, Xg wieder in eine solche Kurve abbildet.
Dies folgt aber aus

kT~ t Xok v 7 s ds
Zt

kv * s kds TK<r; 0O t T:
0

Dann ist noch die Kontraktionseigenschaft zu zeigen. Wie im Text ist fur
O t T

Zt
kT> T t k kv 7 s \Y; s kds
0
Zt
Lk™ s s kds
0

Also gilt
kT> T kot LTKk? Kot :

Mit LT <1 liegt also eine Kontraktion vor. 7



