Integration

Der Flacheninhalt eines Rechtecks bestimmt sich aus dem Produkt der
Langen seiner beiden Seiten. Doch wie bestimmt sich der Inhalt krummlinig
begrenzter Flachen, beispielsweise einer Ellipse? Oder die Fldche zwischen dem
Graphen einer Funktion und der Abszisse, wenn diese Funktion nicht konstant
ist? Die naheliegende, bereits von Archimedes angewandte Idee ist, solche Flachen
durch Rechteckflachen — deren Inhalt wir ja kennen — zu approximieren, die immer
kleiner werden. Wenn alles gut geht, konvergiert die Summe ihrer Flacheninhalte
gegen einen Wert, den wir als den Inhalt dieser krummlinig begrenzten Flache
definieren kénnen.

Wir werden daher das Integral zuerst fiir sogenannte Treppenfunktionen
definieren. Diese sind stiickweise konstant, und ihr Integral ist nichts anderes als
die mit Vorzeichen gewichtete Summe der zugehdrigen Rechteckflachen. Dieses
Integral repréasentiert somit unseren vertrauten Flachenbegri C 1

Anschlieend geht es darum, dieses Integral auf Funktionen auszudehnen,
die sich durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Diese Approximation
kann allerdings auf unterschiedliche Weisen erfolgen, und fuhrt zu unterschiedli-
chen Integralbegri Ced wie dem Cauchy-, Riemann- oder Lebesgueintegral.

Wir beschréanken uns hier auf das Cauchyintegral, auch Regelintegral ge-
nannt, da es fur unsere unmittelbaren Zwecke ausreicht und am leichtesten zu
definieren ist. Hier werden solche Funktionen betrachtet, die sich gleichméaRig
durch Treppenfunktionen approximieren lassen.
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10.1
Treppenfunktionen

Definition Eine Zerlegung Z eines Intervalls [a,b] ist ein Tupel (to,..,ty) reel-
ler Zahlen mit

a=to<ti <. <t,=h.

Eine Funktion ¢: [a,b] - R heillt Treppenfunktion, wenn es eine derartige
Zerlegung von [a,b] und reelle Zahlen cy, .., c, gibt, so dass

& | (tk—1, ) = ¢k, k=1,.,n.
Der Raum aller Treppenfunktionen auf [a,b] wird mit Tg bezeichnet. [

Eine Treppenfunktion nimmt nattrlich auch an den Teilungspunkten selbst
gewisse Werte an. Diese gehen aber nicht in das zu definierende Integral ein und
erhalten deshalb auch keine eigene Bezeichnung. Wir schreiben daher

1
b= CkX(ti,tk-1)
k=1

Da eine Treppenfunktion nur endlich viele verschiedene Werte annimmt, ist
sie auch beschrankt. Es gilt also

[ el by = . S%ﬁ)] [P ()] < oo

und damit T? B} CB{([a,b]).

Verschiedene Treppenfunktionen ¢ und W basieren im Allgemeinen auf
verschiedenen Zerlegungen. Fasst man aber die Teilungspunkte ihrer Zerlegungen
zu einer gemeinsamen Verfeinerung zusammen, so lassen sich beide tUber dersel-
ben Zerlegung definieren. Dann ist auch A¢ + pp wieder eine Treppenfunktion.
Somit bilden alle Treppenfunktionen auf [a,b] einen Vektorraum.

Abb 1 —_—

Eine Treppenfunktion
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10.1 — Treppenfunktionen

Abb 2

Gemeinsame Zerlegung
zweier Treppenfunktionen

Notiz Der Raum TP aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a,b] ist ein
reeller Untervektorraum von BY. [ 1

Die folgende Definition des Integrals einer Treppenfunktion verallgemeinert
unsere Vorstellung des Flacheninhalts eines Rechtecks.

Definition und Notiz Das Integral einer Treppenfunktion

/1
b= CkX(t-rto)
k=1

mita=tyg <ty <. <t, =b ist definiert als

I2(P) O ot —
a k(tk — tk—1).
k=1

Dieses Integral hangt nicht von der Darstellung von ¢ ab. |

mmm Seien ¢1 und ¢, zwei Treppenfunktionen in TP, die als Funktionen
auf [a,b] identisch sind, also in jedem Punkt denselben Wert annehmen, aber auf
verschiedenen Zerlegungen Z; respektive Z, beruhen. Aus diesen Zerlegungen
kénnen wir immer eine gemeinsame Verfeinerung Z bilden. Der Ubergang von Z;
oder Z, zu Z besteht darin, in endlich vielen Schritten jeweils einem Teilintervall
(tk—1, tx) einen weiteren Teilungspunkt t; [(ik—1,tx) hinzuzufigen. Bei einem
solchen Schritt wird in der Summe Jg der Term cy(tk — tk—1) ersetzt durch

Ck(tk — 1)) + cp(t) — ty—1).

Dies andert die Integralsumme o [ensichtlich nicht. Somit hangt J2 (&) nur von
der Treppenfunktion selbst und nicht von ihrer Darstellung ab.

I"a. Die charakteristische Funktion x; eines beliebigen Intervalls J []4d,b]
ist eine Treppenfunktion, und

32(xa) = 191

ist die Lange dieses Intervalls.
b. Die Signum- und die Gau3klammerfunktion, eingeschrankt auf jedes
beliebige Intervall [a,b], sind Treppenfunktionen.
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c. Eine Funktion ¢g, die nur an endlich vielen Punkten in [a,b] nicht
verschwindet, ist eine Treppenfunktion, und es ist Jg(q)o) =0. 1

Das Integral ordnet jeder Treppenfunktion in T2 eine reelle Zahl zu. Wir
erhalten also eine Funktion

. Th LR, & CIP).

Da es sich um eine reellwertige Funktion auf einem Funktionenraum handelt,
spricht man in klassischer Terminologie auch von einem Funktional.

Satz Das Funktional J2: T® - R hat folgende Eigenschaften:
(i) Linearitat: J2(A + pw) = AJL(d) + pI2(W).
(ii) Monotonie: ¢ [Cq [CIR(Pp) CIYW).
(iii) Normierung: & = Xfap; [ JIR(P) =Db—a.
(iv) Lipschitzstetigkeit: B(p) —I2W) —a) [ —Whly. 1
i Wahlen wir fur ¢ und @ eine Darstellung mit einer gemeinsamen

Zerlegung von [a,b], so folgen die ersten zwei Behauptungen aus der Definition 1
von J2. Ebenfalls aus der Definition folgt

192 ()| = %':ck'(tk—tk_l)%

1 g
C k] (tk — tk—1)
1 [KIn1 —1
Cmlax {|c1] . ... |enl} (tk — tk—1) [Tl (b —a).

1K1

Wegen der Linearitat von J? folgt damit auch
H2(@) = I2W)I = [92(d — W)| LB — Wigly (b —a).
Die dritte Behauptung ist o Cedsichtlich.

FUr Treppenfunktionen haben wir somit ein Integral definiert, das unseren
Vorstellungen entspricht. Dies sind aber noch nicht die Funktionen, die uns
eigentlich interessieren — sie sind ja nicht einmal stetig. Dies erreichen wir jedoch

Abb 3

Regelfunktion f und
approximierende f
Treppenfunktion ¢
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mit einer stetigen Fortsetzung des Funktionals J2 auf den Raum aller Funktionen,
die sich durch Treppenfunktionen gleichméaRig approximieren lassen.

10.2
Das Cauchyintegral

Definition und Notiz Eine Funktion f EEIQ ist eine Regelfunktion genau dann,
wenn es eine Folge (¢dn) von TP gibt, so dass
én 11
Das Cauchyintegral einer solcher Funktion ist definiert als
J2(F) Cliin I2(pn)

und ist unabhéngig von der Wahl der approximierenden Folge (¢n). Der
Raum aller Regelfunktionen auf [a,b] wird mit R2 bezeichnet. [ 1

mw Angenommen, es gilt ¢, LI lind W, CI_Fir zwei Folgen in T?. Dann
folgt [y — Wn [Elpy - 0 und damit

[32(bn) — IE(Wn)1 = 138 (dpn — Wn)| LB — a) [P — Wn Glpy - O
Also ist limJ2(dn) = lim I2(Wy), und das Integral ist wohldefiniert.

Dies ist im Moment eine sehr abstrakte Definition. Weder wissen wir, welche
Funktionen genau Regelfunktionen sind, noch wie deren Integral zu bestimmen
ist. Diese beiden Probleme werden wir in den nachsten Abschnitten behandeln.

Bemerkung Funktionalanalytisch betrachtet sind wir folgendermaRen vor-
gegangen. Der Raum T;’ aller Treppenfunktionen auf [a,b] ist ein reeller, aber
nicht abgeschlossener Unterraum des Banachraumes BY aller beschrankten Funk-
tionen auf [a,b], versehen mit der Supremumsnorm [CIlp;. Sein Abschluss ist
der Raum aller Grenzwerte von Cauchyfolgen in T2, also der Raum R2:

T2 CAR)” =Ry CBY.
Das Funktional Jg: Tg - R ist lipschitzstetig bezuglich dieser Norm und besitzt

daher eine eindeutige lipschitzstetige Fortsetzung auf den Abschluss,

J2:RY LR

a

Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese wieder mit demselben Symbol. [1

Wir notieren nun einige elementare Eigenschaften des Integrals auf Rg.

10.5
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Permanenzsatz Das Cauchyintegral

2 RE LR, f IXF)

hat dieselben Eigenschaften wie seine Einschrankung auf T2, also Linea-
ritat, Monotonie, Normierung und Lipschitzstetigkeit. [ 1

i Linearitat:  Sind f und g gleichmaRige Limites der Treppenfunktionen
&dn respektive Yn, so ist Af + ug der gleichmaRige Limes der Treppenfunktio-
nen Adn + Uy, . Dann gilt aufgrund der Linearitat auf T2 und der Ublichen
Grenzwertsatze

IR +ug) = lim IZ(Adn + pn)
= lim (AJ5(bn) + HIZ(Wn))
= AlimJ5(dn) + plimIZ(wn)
= NS (F) + 1I2(9).

Monotonie: Wegen der Linearitét des Funktionals geniigt es zu zeigen, dass
fur f CRY mit f [Olauch J2(f) CO1Nun, gilt ¢, LT Und f [C0OJso gilt auch

¢, CT1 &) Cmax(¢n,0) [0l
Die ¢} sind ebenfalls Treppenfunktionen, und es ist J2(¢;,) [0l Also ist auch
J2(F) =1im I (dby) L]

Normierung: Hier gibt es nichts Neues zu zeigen.
Lipschitzstetigkeit: Das ist eine Ubungsaufgabe 5. [0

Intervalladditivitat  Sei ¢ [C(@,b). Dann gilt
fCRY [ Th, [RE CTl ) CRY,
und in diesem Fall gilt weiter J2(f) = JS(F) +J°(f). [ 1
i Fuar Treppenfunktionen ¢ ist o Cedsichtlich, dass

¢ LT Tl CIF Tl CTF

sowie J2 () = I5(P) +I2(P). Gegebenenfalls fiigt man ¢ als weiteren Teilungs-
punkt hinzu. Entsprechendes gilt dann auch fir die gleichmaRigen Limites von
Treppenfunktionen. Zum Beispiel ist

J2(F) = 1im 38 (dbn)
= 1im (35(dbn) + I (bn))
= 1im JE(pn) + 1im 39 (dn) = IZ(F) + IO (F).
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Zusatz ~ Mit den Vereinbarungen J2(f) =0 und J2(f) = —J8(f) fur a<b
gilt

JR(F) = IS(F) + 32 (F)

fur beliebige a,b,c und jede Regelfunktion f, die auf dem kleinsten, alle
Integrationsgrenzen umfassenden Intervall definiertist. [ 1

[ Dies ist eine Routinerechnung. FUr ¢ < a < bhaben wir beispielsweise 4
I2(F) = JF(E) + I2(F).
Mit der Zusatzvereinbarung s ist dies aquivalent mit
JR(F) = 32(F) — I2(F) = I5(F) + 3o (F).

Beginnend mit dem néchsten Satz verwenden wir die auf Leibniz zurtickge-
hende Schreibweise fur Integrale, die aus einem stilisierten S fir Summe besteht.

Definition Eine Funktion f: [a,b] - R heif3t integrierbar genau dann, wenn
sie eine Regelfunktion auf [a,b] ist, also zu RY gehért. Ihr Integral mit den
Integrationsgrenzen a und b ist dann

0!
f CI9(F). [

Die Intervalladditivitat schreibt sich damit
En I S R e
f= f+ f

a a Cc

fur jede Funktion f, die auf einem alle Integrationsgrenzen umfassenden Intervall
integrierbar ist.

Dreiecksungleichung Ist f auf [a,b] integrierbar, so auch |f]|, und es gilt
Ll
%f %:I Ifl. [
a a

i Ist £ gleichmaRiger Limes der Treppenfunktionen ¢n, so ist |f]| gleich-
maRiger Limes der Funktionen |d,|. Da diese ebenfalls Treppenfunktionen
sind, ist auch |f| eine Regelfunktion. Fur jede Treppenfunktion ¢, gilt nun
o [edsichtlich mit der entsprechenden Zerlegung

%lcbn % %?k(ltk —tk-1) %?%Il (tk —tk-1) = I;||<1>n| :
a =1 =1 a

Gehen wir zum Limes n - oo Uber s g, so erhalten wir die Behauptung. [
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