13.3 — Rektifizierbare Kurven

Abb 12

Bogenmalf des Winkels t

y(t) = (cost,sint)

t v(0)

I"a. Fir die Parametrisierung des Einheitskreises y(t) = (cost,sint) gilt

O/t) = 1 und damit
O]
L[o,t](y) = o ds =t.

Die Lange des Kreisbogens vom Punkt y(0) = (1,0) bis zum Punkt y(t) ist
also t. Dieses Ergebnis hatten wir in Abschnitt 9.3 vorweggenommen.

b. Der Graph I' einer C'-Funktion f: I -~ R hat die euklidische Lange

tfr—
Li(r) = . 1+ (FO2(t) dt.

Dieses Integral ist allerdings meist nicht elementar integrierbar.
c. Fur die Neilschen Parabel als Graph der Funktion x [x? iber [0,1]
erhalten wir die Lange
[y R

L= 1+
0

%23 dx.

Mit der Substitution x = t3 und dx = 3t2dt ergibt sich

R B o
L= * 9+4/t?dt= t ot?+4dt=_ 4+0ot
0 0 [0

Die Neilsche Parabel soll nach dem Kreis die erste Kurve gewesen sein, deren
Bogenlange man berechnen konnte.
d. Dasselbe Ergebnis erhalten wir (nattrlich) mit der Parametrisierung
y(t) = (t3,t2) uber [0,1]. Es ist
-
V{t) L= 412 + 9t4,

und damit wieder

oy 5 4
L= Dt)GHt= t 9t2+4dt. 1
0 0

13.17

351



352

10

13 — Kurven und Wege

13.4
Wege

Die Spur einer Kurve y lasst sich auf unterschiedlichste Weisen parame-
trisieren. Es stellt sich daher die Frage, ob die Lange einer Kurve von ihrer
Parametrisierung abhangt. Oder anders gefragt: Ist es moglich, der Spur einer
Kurve eine Lange zuzuordnen, ohne auf irgendeine Parametrisierung Bezug zu
nehmen?

In dieser Allgemeinheit ist die Beantwortung dieser Frage schwierig. Sie
ist Gegenstand der geometrischen MaRRtheorie und erfordert zum Beispiel den
Begri [Cdés Hausdor [maRes. Wir machen es uns etwas einfacher. Wir gehen davon
aus, dass bereits eine Parametrisierung vorliegt, und fragen, welche Anderungen
der Parametrisierung die Ldnge unverandert lassen. Dies fuhrt zum Begri [Cdér
Parametertransformation.

Definition Eine Parametertransformation ist eine bijektive stetige Abbildung
¢: T - | eines Intervalls T auf ein Intervall 1. Sie heil3t orientierungstreu,
wenn sie den Anfangspunkt von T auf den Anfangspunkt von | abbildet.
Andernfalls heil3t sie orientierungsumkehrend. [

Aufgrund des Satzes tiber Umkehrfunktionen 713 ist ¢~1: 1 - T ebenfalls
bijektiv und stetig, also ebenfalls eine Parametertransformation. Au3erdem ist
die Komposition zweier Parametertransformationen wieder eine solche. Parame-
tertransformationen bilden somit eine Gruppe.

Bijektive Abbildungen, wo Abbildung und Umkehrabbildung stetig sind,
werden Ubrigens Homdomorphismen genannt. Eine Parametertransformation ist
somit ein Homéomorphismus zweier Intervalle.

Definition Zwei Kurven y [CCXI,E) und §¥ CCIT,E) heiRen topologisch aqui-
valent, geschrieben ¥ [y] wenn es eine orientierungstreue Parametertrans-
formation ¢: T - | gibt, so dass

Y=yed. [

Topologische Aquivalenz definiert eine Aquivalenzrelation im Raum aller
Kurven in E. Fir Kurven y,n, X in E gilt also 4.10

vyl yinl L nity] vyiOnlLQbxl X

Definition Die zu einer Kurve y [CII,E) gehdrende Klasse

w = [y]

aller zu y aquivalenten Kurven wird stetiger Weg oder kurz Weg in E ge-
nannt. Jedes Element n [l heil3t eine Parametrisierung des Weges w. [
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13.4 — Wege

Bemerkung In der Literatur gibt es allerdings auch die umgekehrte Kon-
vention, wo eine Kurve als Klasse dquivalenter Wege definiert wird. Was Kurven
und Wege betri [f,_muss man sich daher immer Uber die verwendete Terminologie
informieren. [

Fur zwei verschiedene Parametrisierungen n und X eines Weges w gilt
o Censichtlich:
(i) Hat n Anfangspunkt p, so auch x. Ditto fur Endpunkte.
(ii) Ist n geschlossen, so auch x.
(iii) Ist n doppelpunktfrei, so auch x.
Diese Eigenschaften hangen somit nicht von der Parametrisierung ab und kénnen
damit auch fur Wege definiert werden.

Definition Ein Weg w = [y] heif3t einfach, wenn y einfach ist, geschlossen,
wenn y geschlossen ist, und Jordanweg, wenn y eine Jordankurve ist. Der
Anfangs- und Endpunkt von w sind der Anfangs- und Endpunkt von y, und
die Spur des Weges w ist die Spurvony. [

I"Der n-mal durchlaufene Einheitskreis yn, in (1) reprasentiert fur jedes n
einen anderen geschlossenen Weg wn = [yn]. Es gilt also

Wh =W, [Cml=n.
FOr |n| =1 ist er einfach, sonst nicht. 111

Wie verhalt es sich mit der Lange aquivalenter Kurven? Diese Frage beant-
wortet der folgende

Satz Topologisch aquivalente Kurven haben dieselbe Lange. Insbesondere
sind beide rektifizierbar oder nicht rektifizierbar. [

i Seien y [CCKI,E), ¥ CCKT,E) und ¢: | - T eine Parametertransfor-
mation,sodass y =yYeo@.Ist T = (to, .., tn) eine Teilung von 1, so ist

T=¢p-T [(D(),..,d(tn))

eine Teilung von T. Wegen

V() — V(P (tk-1)) = y(t) — Y (tk-1)
gilt hierfur
27 (YY) = Zp-1(V) = Zr (Vo d) = 27 (Y).

Gehen wir nun zuerst rechts zum Supremum Uuber alle Teilungen von |, und
danach zum Supremum uber alle Teilungen von T uber, so folgt

Li(¥) CLI(Y).
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13 — Kurven und Wege

Vertauschen wir die Reihenfolge der Supremumsbildung so erhalten wir auch die
umgekehrte Ungleichung L,(y) CL5H(Y). Das ergibt die Behauptung.

Ist also eine Parametrisierung rektifizierbar, dann auch jede dazu aquivalen-
te, und alle Langen sind gleich. Somit ist folgende Definition sinnvoll.

Definition Ein Weg w heiB3t rektifizierbar, wenn er eine rektifizierbare Parame-
trisierung y [CII, E) besitzt. Seine Lange ist dann die Lange einer beliebigen
Parametrisierung. [ 1

IL_BUr den n-mal durchlaufenen Einheitskreis wp gilt
L(wn) =21 |n], n[CZl 11

Bemerkungen a. Fur C-Kurven und -Parameterwechsel ergibt sich die
Invarianz der Lange aus der Substitutionsregel fur das Langenintegral 5.7 und
erfordert keinen eigenen Beweis.

b. Jede Spur, die aus mehr als einem Punkt besteht, erlaubt verschiedene
Parametrisierungen mit verschiedenen Langen. Diese sind notgedrungen nicht
aquivalent und représentieren daher verschiedene Wege! [—1

= Glatte Wege

Bisher haben wir an die Parametrisierung einer Kurve nur die Forderung der
Stetigkeit gestellt. Dies erlaubt, Teile der Spur mehrmals zu durchlaufen. Um
dieses - in vielen Fallen unerwiinschte — Verhalten auszuschlie3en, betrachten
wir nun reguléare Kurven und Wege. — Zuerst die Kurven.

Definition Eine C1-Kurve y: | - E heift regular, wenn ihre Ableitung nirgends
verschwindet, also Uberall y #0 gilt [

Um diesen Begri Calich fiir Wege zu erklaren, missen wie bertcksichtigen,
dass ein Weg immer auch nichtregulére Parametrisierungen besitzt. Es genuigt
aber, wenn wenigstens eine regular ist.

Definition Ein Weg heil3t glatt, falls er wenigstens eine regulare Parametrisie-
rung besitzt. [

Ein glatter Weg besitzt also wenigstens eine Parametrisierung y CCH(I,E)
mit y # 0 auf ganz |. Er besitzt daher in jedem Punkt eine Tangente und
somit keinerlei Spitzen oder Ecken. Daher auch die Bezeichnung. — Glatte Wege
besitzen immer eine besonders schéne und nitzliche Parametrisierung.
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13.4 — Wege

Satz und Definition Jeder glatte Weg w in E besitzt eine eindeutige regulare
Parametrisierung nach der Bogenlange n: [0,1] - E, wobei | = L(w).
Das heif3t, fur alle t 0, 1] gilt

L) =t

oder, was aquivalentist, [{t) [ =1. [ 1

i Sei y: [a,b] - E eine regulare Parametrisierung von w. Dann ist g
A: [a,b] = R, s CEZFA(S) = Liasi(y)

stetig di [ereénzierbar, und A s) = G/(s) [3> O fur alle s [Jd,b]. Folglich bildet
A das Intervall [a,b] streng monoton auf das Intervall [A(a),A(b)] = [0,I] ab.
Die Umkehrfunktion

$: [0,1]1-[abl, ) =A@

ist ebenfalls stetig di Lerknzierbar, und es gilt 713

1 1
A(D () D (1)) ]

Somit bildet n =y < ¢: [0,1] - E eine Cl-Parametrisierung von w, mit

) [eF= AP ) [l (D) =1,  t C]0,1].

Dann aber ist auch

L Ld
Lio,ey(n) = O'ﬁ'@: 1=t

0

dt) = >0, t []0,1].

Damit ist die Existenz einer Bogenlangenparametrisierung gezeigt.

Um noch die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x: [0,I] - E eine weitere sol-
che Parametrisierung. Da n und X denselben Weg parametrisieren, sind sie
topologisch aquivalent, es existiert also eine stetige Parametertransformation
é: [0,1] - [0,I] mitn=Xx>¢.Firs ]JQ,I] und t = p(s) gilt dann - vergleiche
den Beweis des letzten Lemmas —

s = Los1(N) = Lo,sy(X ° $)
= Li$0),¢()1(X)

= Lo, x)
=t.

Also ist ¢ die Identitat und damit n = x. I

Eine nach der Bogenléange parametrisierte Kurve wird also mit konstanter
Geschwindigkeit 1 durchlaufen, und es gilt Weglange = Geschwindigkeit x Zeit.
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356 13 — Kurven und Wege

Diese Parametrisierungen sind fur viele theoretische Untersuchungen nutzlich.
Bezuglich dem Standardskalarprodukt gilt dann zum Beispiel in jedem Punkt

y(t) L¥AY),

das heilit, der Beschleunigungsvektor steht immer orthogonal zum Geschwindig-
keitsvektor .14 .
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