14

Mehrdimensionale
Di Lerkenziation

Bisher haben wir, was Di [erenzierbarkeit betri [f_nhur Funktionen einer
reellen Variablen betrachtet. Im einfachsten Fall handelt es sich um reellwertige
Funktionen einer Variablen, also Funktionen von der Form R - R. Im voran-
gehenden Kapitel betrachteten wir allgemeiner Kurven, also Abbildungen der
Form R - R™, wobei anstelle von R™ auch ein beliebiger Banachraum stehen
kann. Dies ist adaquat, wenn wir Gréf3en betrachten, die nur von einer Variablen
abhangen, wie zum Beispiel der Zeit t.

Mindestens ebenso oft hat man es jedoch auch mit Abbildungen des Typs
R" - R zu tun, wo eine skalare Grof3e von mehreren Variablen abhangt, und noch
allgemeiner mit Abbildungen des Typs R" - R™, wo m »>abhéngige Variablenc<
durch n >unabhangigen Variablen< bestimmt werden. Ein bereits bekanntes
Beispiel sind lineare Gleichungssysteme. Fur solche Abbildungen kdnnen wir die
Ableitung allerdings nicht mehr mithilfe von Di Lerknzenquotienten erkléren, da
die Division durch einen Vektor nicht sinnvoll definiert werden kann - es existiert
nur eine Vektorraum-, aber keine Kérperstruktur. !

Statt dessen charakterisieren wir Di Lerknzierbarkeit durch Approximierbar-
keit durch eine a CnelAbbildung. Begri [e_dler linearen Algebra werden dabei eine
wesentliche Rolle spielen. Diese enge Verzahnung der infinitesimalen Analysis mit
der linearen Algebra ist es auch, was die mehrdimensionale Di Lerknzialrechnung
bei der ersten Begegnung schwierig macht.

! Eine Ausnahme gibt es - der R? kann durch Identifikation mit C mit einer Kérperstruktur ver-
sehen werden. Der daraus resultierende Ableitungsbegri CTilihrt jedoch zu einer wesentlichen anderen
Theorie, der sogenannten Funktionentheorie. Eine einmal komplex di Cerenzierbare Funktion ist immer
unendlich oft di Lerbnzierbar und lokal durch ihre Potenzreihe darstellbar, also eine analytische Funk-
tion.
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14.1
Elemente der Linearen Algebra

Wir betrachten zunéachst lineare Abbildungen zwischen beliebigen Banachrau-
men V und W . Deren Normen bezeichnen wir mit I, dund [Iyloder nur =11
wenn der Bezug aus dem Zusammenhang klar ist.

Definition Eine lineare Abbildung A: V - W heil3t beschrankt, falls

[AllLly Hdup [AKLyl< co. 1
XTy+1

Aufgrund der positiven Homogenitat jeder Norm gilt auch 41

[AK [y
[AlLdy = su .
W by XTI

Daher gilt auch immer

[AK Lyl CIAIL ly XTy] x V1

Dies werden wir im Folgenden kommentarlos verwenden.

Satz  FUr eine lineare Abbildung A: V - W sind aquivalent:
(i) A ist lipschitz auf V.

(ii) A ist stetig auf V.

(iii) A ist stetig im Nullpunkt.

(iv) A ist beschrankt. [ 1

i (i) Cal und (i) (i) sind trivial.
(ifi) 0V} Zu € = 1 existiert ein & > 0, so dass

[Ak Ly C1] XTI 108]
Fur x DI mit XTI 1= 1 gilt dann
[BX Lyl = &1 [A(3X) Lpd CBT2.
Also ist A beschrankt, genauer [AlLly [C&TL.
(iv) i1 Folgt aus [Au — Av Lul= [A(u — v) Lpd CIAILdy OO v G
Wir betrachten nun den Raum L(V,W) aller stetigen, oder was dasselbe ist,

aller beschrankten linearen Abbildungen A: V - W.

Satz  Auf dem Raum L(V,W) definiert [AlL ly eine Norm, die von den
Normen auf V und W induzierte Operatornorm. Mit ihr wird L(V,W)
zu einem Banachraum. [

Im Folgenden schreiben wir [AlCStatt [AlL. ]y, wenn die beteiligten Raume
aus dem Zusammenhang klar sind.

14.2 29.05.2021 — 21:15



141 — Elemente der Linearen Algebra

umm Die Definitheit und positive Homogenitét von [-1-§ind leicht zu sehen.
Die Dreiecksungleichung ergibt sich mit
[Al+B[= sup [Ak +Bx[]
XI=1
sup ([Ak# Bk D1
xI=1

[sup [Ax[H sup [Bk[= [ACH [BIL 1
XI=1 XI=1
Um die Vollstéandigkeit zu zeigen, sei (Ax) eine Cauchyfolge in L(V,W). Fur
jedes x [V ist wegen [Akx — Ax CIIAk — A CIKI—dann (Akx) eine Cauchy-
folge in W . Aufgrund der Vollstandigkeit von W konvergiert also (Axx), und wir
kénnen eine Abbildung A: V - W punktweise definieren durch

Ax [CIiin Agx.

["ENY
Diese Abbildung ist linear, denn
AAX+py) = lim (Ac(Ax + py))
= lim (AAKX + HAKY)
= AlimAX + plim Agy = AAX + pAYy.

Sie ist beschrankt, denn es existiert M = lim [Ak [slzg, und damit gilt

[AK = lim [Alx T CAL CIKTC M XTI 1 x V1
Bleibt noch zu zeigen, dass Ax - A in der Operatornorm. Da

Rk — A)X[F .'[To IIAk—A|)xEﬂZF]E|2 A} — A CIKI ]
fur jedes x [V] gilt auch

[Ak — ALF sup [(Ax — A)x[Iliin [Ak — A I'sup [Ak — A 1
XI=1 l-oo0 I [K1

Daraus folgt die Konvergenz in der Operatornorm. [l

Bemerkung Der Beweis verwendet an keiner Stelle die Vollstandigkeit
des Urbildraumes V. Tatsachlich gilt der Satz fur jeden normierten Raum V,
nur der Bildraum W muss vollstandig sein. So ist zum Beispiel der Dualraum
VEL L(V,R) fur jeden normierten Vektorraum V ein Banachraum, da R
vollstandig ist. [—1

29.05.2021 — 21:15 14.3
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= Hilbertraume

Unter den Banachrdumen spielen die HilbertrAume eine besondere Rolle.
Diese sind, wie wir bereits in Abschnitt 5.7 gesehen haben, charakterisiert durch
die Existenz eines Skalarprodukts

1-0 VXV 5 R,

v
so dass die Norm gegeben ist durch 533 XTI 1X] x[]
Far ein Skalarprodukt gilt immer die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung s 32

| Xy [ACXT T/
Daher definiert jeder Vektor v [Vlein stetiges lineares Funktional
Ly: Vo R, x [IMx[C]

denn wegen |Lyx| CIWT TKI ikt es beschrankt. Das Besondere an Hilbertraumen
ist unter anderem, dass umgekehrt jedes lineare Funktional auch auf diese Weise
dargestellt werden kann.

Rieszscher Darstellungssatz  Sei V ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem
L [V1=4€in eindeutiger Vektor v [V] so dass

L=L,=0g4-C1 L[]

i Wir kénnen [CT= 1 annehmen. Dann existiert in V eine Folge (vk) mit
D= 1 und Lvk - 1. Fir jedes 0 < € < 8 existiert dann ein K, so dass

Lvk>1—€/8>0, k K1
Wegen LI = 1 ist dann

Dz + v CICJO(vk + V)| = Lvk + Lv) > 2 — g/4, k,l K1
Mit der Parallelogrammgleichung 5541 folgt hiermit

i — vi = 2 g P D 0+ v 2]

4l (2 —/4)°> =€ —€2/16 <&k.

Somit ist (vk) eine Cauchyfolge und aufgrund der Vollstandigkeit von V konver-
gent. Fur den Grenzwert v = limg_ . vk gilt dann

VI =1, Lv =1.
Wir zeigen, dass L = L, .

Sei x #0 mit Lx CO1Wegen [T =1 und Lv = VL gilt fur t >0

_ L(v +tx) —L(v) I__.q_LH_ tx 3 v
t t

Lx

14.4
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und
L(v—tx)—L v tx [ v
(v x)t ) xt -

Lx

Also ist
_lII—thEIIII:LI_u ﬂ|I|7+thIIII:I
t t '

Fur t - O haben beide Seiten aufgrund der Regel von I’Hospital g 19 denselben
Grenzwert

glIHth% = MxH g
dt = 2 i R

Somit folgt durch Grenzibergang auf beiden Seiten, dass Lx = v, x[]
Die Eindeutigkeit des Vektors v ist eine leichte Ubung.

s Endlich dimensionale Raume

Alles bisher Gesagte gilt unabhangig von der Dimension der betrachteten
Raume. In einem unendlich-dimensionalen Raum ist es jedoch mdglich, dass
eine lineare Abbildung unbeschrénkt und damit unstetig ist .6 . Dies ist auf
einem endlich-dimensionalen Raum nicht mdéglich, da die Einheitssphéare dort
kompakt ist 7,27, 7.29 . AuBerdem lassen sich lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen RAumen bequem durch Matrizen darstellen. Aus diesen Griinden
werden wir uns jetzt auf lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionale
Raumen beschranken.

Zunachst ein Wort zur Notation. Im Matrizenkalkul ist es Ublich, Vektoren
als Spaltenvektoren

~BH

zu schreiben. Dabei verzichten wir auf einen Vektorpfeil oder sonstige Auszeich-
nungen. In einem horizontal laufenden Text ist dies naturlich platzraubend.
Deshalb verwenden wir die Schreibweise

X = (X1, .., Xn) 5

wobei —die Transposition bezeichnet, wie sie fiir Matrizen erklart ist. Umgekehrt
ist xI=2 (X1, .., Xn) ein Zeilenvektor. Ein Zeilenvektor ist zudem nichts anderes
als eine 1 x n-Matrix, ein Spaltenvektor eine n x 1-Matrix, und die Transposition
Uberfihrt das eine in das andere.

14.5
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= Matrizendarstellung

Seien V und W Vektorraume der Dimension n und m, respektive. Sind
Basisvektoren vy, ..,vh in V und wq,..,wy in W gewéhlt, so wird eine lineare
Abbildung A: V - W durch eine m x n-Matrix wie folgt dargestellt. — Fir jeden
Basisvektor v;j gilt

™
Avj = aijj Wi
i=1
—
mit eindeutig bestimmten Koe [Ziehten a;j. Fir x = X;jv;j gilt dann
_—
i  — — !
AX = XjAVj = Xj aijj Wi
j=1 i=1 i=1
ume n L U—
= aijXj Wi = VYiWi
i=1 j=1 i=1
mit
r—1
Yi=  &ijXj.
j=1

Diesen Zusammenhang zwischen den Koe [Ziehten in der Gleichung y = Ax

schreibt man im Matrizenkalkll bekanntlich als
1 0

I I I |
HEH  THEE
Ym ami - @mn Xn
Man nennt dann

(@aij)mn C@ij)1 oom gom

die Matrixdarstellung von A bezuglich der gewéhlten Basen in V und W . Deren
Jj-te Spalte (ayj .. amj)Qesteht gerade aus den Koe [Ziehten des Vektors Av; .

Eine Matrix ist somit immer eine Darstellung einer linearen Abbildung be-
zuglich einer bestimmten Basis. Wéahlen wir eine andere Basis, andert sich auch
die Matrix. Die entsprechenden Transformationen werden ausfthrlich in der
Linearen Algebra diskutiert.

Ein Spezialfall ist ein lineares Funktional L: V - R. Hierist m=1,und L
wird durch eine 1 x n-Matrix, sprich einen n-dimensionalen Zeilenvektor

I'=(1,...In)
1
dargestellt, wobei Ij = Lvj. Fir x = Xjv; istdann
=1

14.6
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r—  —
Lx= xjLvj = Ijxj = (1, .., In)(X1, .., xn) =
i=1 i=1

Die rechte Seite ist das Produkt eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor,
oder, was dasselbe ist, einer 1 x n-Matrix mit einer n x< 1-Matrix. Das Ergebnis ist
ein Skalar.

Ein Skalarprodukt [-]-[Wird bezlglich einer Basis vi,..,vy dargestellt
durch die symmetrische n x n-Matrix

A=(@ijiopm aij = 0M,v; ]

| U | | U |
Denn fur x = xjvj und y = yjVvj wird ja
i=1 j=1

1
myg: XiIEIVj m] :(Xla--,Xn)(aij)(Ylu--1Yn)|:l—xlﬂ’-
ij=1

Die 1 x n-Matrix x —Wird also mit der n x 1-Matrix Ay multipliziert.

= Der Standardfall

Der Standardvektorraum der Dimension n ist der R", und jeder andere
n-dimensionale Vektorraum ist zu diesem isomorph. Die Standardbasis des R"
besteht aus den Standardeinheitsvektoren

ej [(,..1,.,005" 1 Cjirn)
mit der 1 an der j-ten Stelle. Jeder Vektor hat dann die eindeutige Darstellung

r—1 —l
X = Xjej = (X1,..,Xn)
=1

Das Standardskalarprodukt ist erklart durch
L1
Lil i=j

Eﬂ,eiE§:BU [:Ekg i ¢j

Dadurch wird eq,..,e, zu einer Orthonormalbasis des R". Die Koe [zZiehten
eines Vektors x erhalt man hiermit als

Xj = [}, x[C1 1 01l

Ist A: R" - R™ linear und auch der R™ mit der Standardbasis versehen, so
erhalt man die Koe [ziehten der Matrixdarstellung von A als

ajj = [e],Aej L1

14.7
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370 14 — Mehrdimensionale Differenziation

denn die j-te Spalte von A enthélt ja gerade die Koe [ Ziehten des Vektors Ag;j
bezuglich der Standardbasis.
Die vom Standardskalarprodukt induzierte Norm ist die euklidische Norm,

2 2
X KX X2 + ..+ X2.

Falls Verwechslungsgefahr mit anderen Normen und Skalarprodukten besteht,
schreiben wir hierfur genauer I.und [ - 1
Diese Situation bezeichnen wir im Folgenden als den Standardfall.
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