376 14 — Mehrdimensionale Differenziation

14.3
Richtungsableitungen und Jacobimatrix

Neben dem Begri [dér totalen Ableitung gibt es noch einen schwéacheren Ab-
leitungsbegri [_den der Richtungsableitung. Ist a ein Punkt im Definitionsbereich
von f: V W und v [VY] so ist die Abbildung

REW, t [fh+tv)

in einer Umgebung von 0 wohldefiniert und stetig und definiert somit eine Kurve
in W. HierfUr haben wir die Ableitung bereits ohne Rickgri Cauf die totale
Ableitung im vorangehenden Kapitel erklart.

8 Definition Sei f: V @ W im Punkt a definiert und v V1 Dann heil3t
ovf(a) Eﬂa+tv)'%o W,

falls diese Ableitung existiert, die Richtungsableitung von f im Punkt a in
Richtung v. [

8 I"a. Fur eine a [nelAbbildung erhalt man
Oy (AX +b) = (A(X +tv) + b)’ %
= (AX+b+tAv) =, = Av.

b. FUr eine quadratische Form gilt

oy [Ax,x[F [A(x+tv),x +tvE§

t=0
] ) E%
= [Ax,x[#* 2t [Ax,v[*t“[Av,v[] = =2 [Ax,v[]

Totale Di Cerknzierbarkeit in einem Punkt impliziert die Existenz aller Rich-

tungsableitungen in diesem Punkt. Denn die Gerade t [Ca3tv ist di Lerknzierbar,
und die Kettenregel 7 ergibt

of(a) =f(a+tv) %o =Df(a)(a+tv) %o = Df(a)v.
Somit gilt folgender

9 Satz Ist f: VE W im Punkt a total di Cerknzierbar, so existieren dort auch
alle Richtungsableitungen, und es gilt

oyf(a) =Df(a)v. [ 1

Aus der Existenz aller Richtungsableitungen folgt allerdings nicht die totale
Di Cerknzierbarkeit, wie das folgende Beispiel zeigt.
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143 — Richtungsableitungen und Jacobimatrix

10 [—Betrachte

I:ngz
2 2 yz* (X,Y)¢0,
f: RP 5 R, f(x,y)=§+y

0 , (xy)=0.

Fur jeden Vektor v gilt f(tv) =tf(v), wie man sofort nachrechnet. Daher ist
ovf(0) = f(tv)Fio = F(V).

Diese Abbildung ist aber nicht linear in v. Dies musste sie aber sein, wenn f im
Punkt O total di Cerknzierbar ware. Also ist f in O nicht total di Lerknzierbar. 1111

= Partielle Ableitungen

Im Standardraum R™ mit der Standardbasis ey, .., en spielen die Ableitungen
in Richtung der Einheitsvektoren eine besondere Rolle.

10 Definition Sei f: R" @ W im Punkt a definiert. Dann heif3t
0;jf(a) Lddf(a) =f(a+te) %o =f(ai,..,a; +t,..,an) %0,
falls diese Ableitung existiert, die j -te partielle Ableitung von f im Punkt a. [

Man betrachtet also f als Funktion nur der j-ten Koordinate, wahrend alle
anderen Koordinaten fixiert sind, und bildet hiervon die Ableitung wie im Fall
einer Kurve. Andere Ubliche Bezeichnungen hierfir sind

of
E(a)v anf(a)v fXj (a)

Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen in einem Punkt folgt allerdings
nicht einmal die Stetigkeit der Abbildung an dieser Stelle:

11 [—Betrachte I:I2xy

, (X%, # 0,
f: RZ_R, f(x,y)=§><2+y2 o)
0 , (xy)=0.

Aus f(x,0) =0 und f(0,y) = 0 folgt sofort
0xf(0,0) =0, oyf(0,0) =0.

Die Funktion ist im Nullpunkt aber nicht einmal stetig, denn

2cosPpsind

f(t ,tsi = —————>— =sin2d¢, t=0.
(tcosP,tsind) c0s? @ + SinZ sin2¢

Also gilt auch

{ifrgf(t cos ¢, tsind) =sin2¢.
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14 — Mehrdimensionale Differenziation

Der Grenzwert hédngt somit von der Richtung ab und nimmt alle Werte im In-
tervall [—1,1] an. Also ist f im Nullpunkt nicht stetig und damit auch nicht
di Cerknzierbar. 11

= Jacobimatrix

Im Standardfall haben wir es mit einer Abbildung der Gestalt

X X1, .., Xn
f: RTAR™, f(x)=%: %% : %
fm () fm(X1, .., Xn)

zu tun. lhre totale Ableitung im Punkt a ist eine lineare Abbildung
Df(a): R" - R™.

lhre Matrixdarstellung beziglich der Standardbasen heif3t die Jacobimatrix oder
Funktionalmatrix von f im Punkt a.

Satz Ist f: R" @ R™ im Punkt a total di Cerknzierbar, so wird ihre totale
Ableitung Df (a) dargestellt durch die Jacobi- oder Funktionalmatrix

1 [
J(@) d4ifi(@) momp oy &
i Die ij-te Komponente a;j dieser Matrix ist gegeben durch
aij = (e}, Df (a)e; [= [&,0;f(a) (= 9; [&],f(a) L]

und [g},f(a)=F fj(a) ist die i-te Komponente von f. Das ergibt die Behaup-
tung. mmm

Andere Schreibweisen fiur die Jacobimatrix sind

(- 1 A @ fin(a) —
afi O O 1(a - 1,n(@
Jf(a) = @ = fix,@) = % : : %

OX;
1 mn fm1(@) = fmn(@)

I"a. A [MelAbbildung in Koordinaten: Im Standardfall besitzt eine a [nel
Abbildung f: R" -~ R™ die Darstellung
=
f(x)=Ax+b= ajjXj + bj
j=1 1 G0

Dann ist in jedem Punkt
0;fi(x) = ajj,
die Jacobimatrix von f ist somit

1 g
JX) = aij = A
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b. Quadratische Form in Koordinaten: Eine quadratische Form f: R" - R
besitzt im Standardfall die Darstellung
—1
f(x) = [Ax,x[ZF akI XkX|
1 Kl A
mit symmetrischen Koe [Zziehten ay = a|x. Die Jacobimatrix einer solchen ska-
laren Funktion ist ein 1 x n-Zeilenvektor mit Komponenten 0;f(x). Fur diese
finden wir mit der Produktregel fir Funktionen einer Variablen

1 1 r 1
0if(x) = agjXk + ajix =2 ajkxk = 2 [Ax,ej L]

Somit ist
JF(x) =2(Ax) 1

Die Jacobimatrix der Verknupfung zweier linearer Abbildungen ist das
Matrixprodukt ihrer Jacobimatrizen. Die Kettenregel erhalt damit im Standardfall
die folgende Form.

Kettenregel im Standardfall Ist f: R" @ R™ im Punkt a und g: R™ 0 RS
im Punkt f(a) diLerknzierbar, so ist auch g-f: R" d R® im Punkt a
di Cerknzierbar, und es gilt

Jg-fH@ =Jg(f(a))Jf(@). [ ]

a. Wendet man diese Formel auf die Standard-Einheitsvektoren an, so erhalt
man fir die partiellen Ableitungen
% of

0i(g-f)(a)= . afyk(f(a))a(a), 1 031cnl

Schreibt man f einfacher als y = y(x) und b = f(a), so erhélt man die leicht zu
merkende Formel

% 0
3@-N@= (@), 1Crm
k=1 ayk aXJ
b. Betrachte
f: RTOR, f(X)=|X|e.
Fir x # 0 ist dann
8if()= 3 1 jiCnl
[X[e
und damit
XI:I
Jf(x) = . rn
©0= e
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= Ein Di Cerknzierbarkeitskriterium

Wir kennen nun die Begri [e_dler totalen Ableitung, der Richtungsableitung
und der partiellen Ableitung. Dabei zieht die Existenz der totalen Ableitung
diejenige aller anderen Ableitungen nach sich g. Wie aber verifiziert man die
Existenz der totalen Ableitung? Die Existenz aller partiellen oder aller Richtungs-
ableitungen reicht o Cedsichtlich nicht aus 10 g 11 -

Es stellt sich heraus, dass die Stetigkeit aller partiellen Ableitungen eine hin-
reichende Bedingung darstellt. Dabei beschranken wir uns auf den Standardfall
und die Annahme, dass die partiellen Ableitungen auf dem ganzen Definitionsbe-
reich stetig sind.

Di [erknzierbarkeitskriterium  Existieren samtliche partiellen Ableitungen
von f: R™ & R™ und sind diese stetig, so ist f total di Lerknzierbar, und
die Abbildung Df: R" & L(R",R™) ist ebenfalls stetig. [ 1

umm Betrachte f auf einer nichtleeren Kugel B = {|[x —a| <r} in seinem
Definitionsbereich. Ist a + h [B] so liegen auch die Punkte

Xk =a+hie; +.. + hgeg, 0 K1)

samtlich in B, wobei xo =a und x, =a+ h. Es gilt dann

1
f@+th)—f@ =f(xn) —fx) = (Fxi) —F(xi-1)).
1

FuUr jeden Summanden gilt

f(xi) — f(Xi-1) = f(Xi—1 + thie;) %
o 0
= f(xi_1+thiei)%lt

= 0if (Xj—1 + thjej)h; dt
0

Ll -
=oif(a)h; + h; 0if (Xj—1 + th;e;) —0;f(a) dt.
0

Aufgrund der Definition der x; und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gilt
0if (Xj—1 + thije;) —aif(a) - O, h -0,

gleichméagig fir O I 11Das letzte Integral ist daher o(1), und damit
f(xi) — f(Xi—1) = 0if (@)h; + o(h;).

Insgesamt erhalten wir

1 L U |
f(a+h)y—f@ = (oif(a)h; +o(h))) = aif(a)h; +o(h).
i=1 i=1
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144 — Das Lemma von Hadamard

Abb 3

Zum Beweis des Di [Lerkn-
zierbarkeitskriteriums Xo =a+h

Da die Summe eine lineare Abbildung in h darstellt, ist f in a total di Cerknzier-
bar mit

 —
Df(a)h=  oif (a)h;.
i=1

Die Stetigkeit der Ableitung folgt aus der Stetigkeit der 0;f. I

Die Di Lerknzierbarkeit einer Abbildung f: R" @ R™ stellt man somit fest,
indem man die Existenz samtlicher partiellen Ableitungen und deren Stetigkeit
nachweist. Solche Abbildungen nennt man von der Klasse C' .

14.4
Das Lemma von Hadamard

Der Mittelwertsatz der eindimensionalen Di Cerknzialrechnung g 1o bildet
die Grundlage einiger wichtiger Satze der eindimensionalen Analysis. Leider gilt
er fur Abbildung in RGume héherer Dimension nicht mehr. Fur die Kreiskurve
y: t [(cbst,sint) ist zum Beispiel

y(@2m)—-vy(0)=0.
Far alle t [JQ,21t] gilt aber
y () = (—sint,cost) 0,

da Sinus und Cosinus keine gemeinsamen Nullstellen besitzen.
Es gibt aber ein allgemeineres Resultat, das sogar in beliebigen Dimensionen
gilt. Dazu betrachten wir eine Funktion auf der Verbindungsstrecke

[u,v] Q1 —t)u+tv: 0 CLICT}

zwischen zwei gegebenen Punkten u und v ihres Definitionsbereiches.

14.19
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Abb 4
[u,v] CQ,
[a,b] CQ u 2
\Y b
Q

Lemma von Hadamard Sei f: V & W stetig di Cerenzierbar. Gehort [u,Vv]
zum Definitionsbereich von f, so gilt

f(v) —f(u) =A(v —u)

mit der linearen Abbildung

]
A= Df((1-tu+tv)dt. [ I
0

Hierbei ist t CD¥((1—t)u+tv) eine Kurve im Vektorraum L(V,W), dessen
Integral 107 ebenfalls ein Element von L(V,W) ergibt. Im Standardfall ist dies
eine von t abhangende m x n-Matrix, deren Integral komponentenweise gebildet
wird.

i Betrachte die Streckenparametrisierung

¢é: [0,1] - [u,v], @) =@ —t)u+tv,

mit Anfangspunkt u und Endpunkt v. Nach Voraussetzung ist f - ¢ wohldefi-
niert und aufgrund der Kettenregel ;7 stetig di Cerenzierbar. Mit dem Hauptsatz
fur Kurven 136 ergibt sich

Sy N
fVM-fW=fedl= (fod)®di= Di(Gm)Pt)dt.

Hierbei ist ¢ (t) = v —u unabhéngig von t, so dass wir diesen Term hinter das
Integral ziehen kénnen 4.10.29 2. Das ergibt die Behauptung. [

Das Integral Uber die Ableitung Df entlang der Verbindungsstrecke [u, v]
kann im Allgemeinen nicht durch die Ableitung an einer geeigneten Zwischen-
stelle ersetzt werden, wie das Beispiel der Kreiskurve zeigt.

2 wir durfen v — u nicht nach vorne ziehen, da es das Argument von A ist.
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144 — Das Lemma von Hadamard

Oft bendétigt man den Mittelwertsatz jedoch nur als Grundlage des Schran-
kensatzes g 11 . Dieser gilt in folgender Form auch in héheren Dimensionen.

15 Schrankensatz Sei f: V O W stetig di CerkEnzierbar. Gehoért [u,v] zum
Definitionsbereich von f, so gilt

|f(v) — f(u)| Chax [DIf (z) Qv —u|
z [[ulv]
mit der durch die Vektorraumnormen induzierten Operatornorm T 1[0 1
15 umm Aufgrund des Hadamardschen Lemmas ist

[f(v) —f(u)| CIACY —u]

4
is

(B

CJ
Df (¢ (1)) dt %:ol [Dif (p (1)) L
[mhax [DIf t))[ZF max [DF
Thax (DI ($(1) = max [DF(w) ]
wobei ¢(t) = (1 —t)u +tv wie zuvor. Il
Somit gilt auch in héheren Dimensionen das folgende
15 Korollar Ist f: V @ W von der Klasse C?, so ist f lokal lipschitz. [ 1

Dabei heif3t eine Abbildung lokal lipschitz, wenn jeder Punkt ihres Defini-
tionsbereiches eine Umgebung besitzt, auf der die Abbildung lipschitz ist. Die
L-Konstanten durfen dabei von der Umgebung abhangen.

15 i Nach Voraussetzung ist Df : V & L(V, W) stetig. Also ist auch
Of 1V dR, x CIf(x)C]

stetig. Um jedem Punkt existiert daher eine Kugel B im Definitionsbereich von f,
so dass

sup [MMf(X) [ M < oo.
x [B1

Sind nun u,v [B]so istauch [u,v] [Blwegen der Konvexitat jeder Kugel 3542,
und aufgrund des Schrankensatzes 15 gilt

[f(v) —f(W)| CMv —u].

Somit ist f auf B M-lipschitz.
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