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15.3 — Lokale Extrema 413

hhhhh (i) Betrachte die modifizierte Funktion

w = u + "v, " > 0,

mit v(x) = x
2
1 + .. + x

2
n · 0 . Es ist �v = 2n > 0 und damit

�w = �u + "�v = 2n" > 0.

Diese Funktion besitzt in ⌦ keine Maximalstelle. Denn wäre c 2 ⌦ eine

solche Maximalstelle, so wäre Hw(c) ‡ 0 11 , und somit wären alle Eigenwerte

von Hw(c) nichtpositiv. Dann ist aber auch

�w(a) = sp Hw(c) ‡ 0,

im Widerspruch zu �w > 0 . Somit besitzt w in ⌦ kein lokales Maximum.

Andererseits ist w nach Voraussetzung auf ⌦̄ stetig. Diese Menge ist ab-

geschlossen und beschränkt und damit kompakt. Also nimmt w auf ⌦̄ sein

Maximum an, und es gilt

max
⌦̄

w = max
@⌦

w = max
@⌦

(u + "v) ‡ (max
@⌦

u) + "r
2

für ein hinreichend großes r . Also gilt auch

max
⌦̄

u ‡ max
⌦̄

w ‡ max
@⌦

u + "r
2
.

Da dies für jedes " > 0 gilt, folgt hieraus die erste Behauptung.

(ii) Mit u ist auch �u harmonisch und mit dem gerade Bewiesenen also

max
⌦̄

(�u) = max
@⌦

(�u) .

Dies ist äquivalent mit min⌦̄ u = min@⌦ u. , Zusammen mit (i) folgt hieraus die

zweite Behauptung.

(iii) Nach Voraussetzung ist u|@⌦ = m mit einer reellen Konstanten m .

Dann ist aber auch u � m harmonisch, also

max
⌦̄

|u � m| = max
@⌦

|u � m| = 0.

Also gilt u ⌘ m auf ⌦̄ . iiiii
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