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153 — Lokale Extrema

s Das Lemma von Morse

Die Bedeutung nichtentarteter kritischer Punkte besteht darin, dass Funk-
tionen lokal bereits durch die Anzahl der negativen Eigenwerte der Hessischen
vollstandig charakterisiert sind. Man nennt?!

ind(c) [Ccard (specHf(c) n (—o0,0))

den Index des kritischen Punktes c. Alles andere spielt lokal keine Rolle, wie der
folgende Satz zeigt. Ein Beweis findet man zum Beispiel in Lang, Real Analysis,
Kapitel VII.

Lemma von Morse Die C3-Funktion f: R™ d R besitze einen nichtentarteten
kritischen Punkt c. Dann existieren Koordinaten u = (uz,..,uUn) UM ¢
so, dass

f(u)=—uf— . —ug+ug, + . +UR+T(0),
wobei k =ind(c). [

Das heif’t, es gibt eine Koordinatentransformation? ¢: Ug — U von einer
o [eden Umgebung Up von 0 auf eine o Lede Umgebung U; von c, so dass

(fed)(W) =uf—.. —ug+ui, +.. +uz+f(0)

in den neuen Koordinaten u = (us, .., Up).

In den passenden Koordinaten wird damit f bis auf eine unwichtige additive
Konstante zu einer quadratischen Form, die vollstandig durch den Index k des
kritischen Punktes ¢ bestimmt ist. Da dieser Index nur n + 1 verschiedene Werte
annehmen kann, erhalten wir folgendes

Korollar Im R" gibt es genau n + 1 verschiedene nichtentartete kritische
Punkte, und zwar strikte Minimalstellen, strikte Maximalstellen, und
Sattelpunkte mit Index k=1,..,n—1. [ 1

1 specA bezeichnet das Spektrum von A.
2 Genauer einen Di Ledmorphismus - dazu spater mehr.
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15 — Reelle Funktionen mehrerer Variablen

Abb 6 a;

Punkt mit minimaler

Quadratabstandssumme as

= Zwei Extremwertaufgaben

Als Anwendungsbeispiele betrachten wir zwei typische Extremwertaufgaben
sowie das Maximumprinzip ftr harmonische Funktionen.

m—Bxtremwertaufgabe Gegeben sind m Punkte ai,..,am im R". Gesucht ist
ein Punkt ¢ im R", so dass die Summe aller ihrer quadrierten Abstande zum
Punkt ¢ minimal wird.
Gesucht ist demnach das Minimum der Funktion

1 T
f: R".R, f)=-— X+al]
2m
wobei die Division durch m nur die folgenden Formeln vereinfacht und sonst
keine Bedeutung hat. Das Quadrat der euklidischen Norm ist di Lerenzierbar, mit

X ai 2) = 2(x — a&).

Also ist
1 T 1 T
O =— x—a)=x—— a;.
m._ m._
i=1 i=1
Dieser Gradient besitzt einen einzigen kritischen Punkt in
1 T/
c=— aj,
M iz
dem arithmetischen Mittel der Punkte aj, .., am, beziehungsweise dem Schwer-
punkt des Kdrpers mit gleichen Massen in den Punkten ag, ..,am. Aus der Geo-
metrie des Problems ist klar, dass dies ein lokales und sogar globales Minimum

ist. Die Hessische von f ist Ubrigens Hf =E > 0. 11l

[—Hxtremwertaufgabe mit Nebenbedingung  Zu bestimmen ist derjenige Qua-
der, der bei vorgegebener Kantenlédnge das grof3te Volumen einschlief3t.
Sind X,y,z die Kantenlangen des Quaders, so ist also die Funktion

V =xyz

15.18



153 — Lokale Extrema

zu maximieren unter der Vorgabe, dass x+y +z konstant ist. Aufgrund der Homo-
genitat des Problems in allen drei Koordinaten kénnen wir die Gesamtkantenlange
auf einen beliebigen positiven Wert fixieren, zum Beispiel auf x+y +z = 3. Dann
istz=3—x—y und

V =V(X,y) =xy(3—x—Yy) = 3xy — x°y — xy?.

Fir den Gradienten erhalten wir damit

Y3y —2xy —y?
_ Y =Xy -y
o y) = 3x — 2xy — X2

Dieser Gradient besitzt vier verschiedene Nullstellen, aber nur der kritische
Punkt mit x =y = 1 und damit auch z = 1 hat positive Koordinaten. Auch
hier ist aufgrund geometrischer Uberlegungen klar, dass es sich um das globale
Maximum der Volumenfunktion auf dem ersten Quadranten in R® handeln muss.
Das Maximum wird also von einem Quader mit drei gleichen Seiten erreicht, was
auch nicht weiter Uberrascht.

Die Hessische ist Ubrigens

L1
HV (x,y) = 3_;?:2y 3—3);;2y ,
und es gilt
1
HV(x,y)% - 271 oo
x=y=1 -1 -2

Ein allgemeines Verfahren fiur solche Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen
werden wir Ubrigens spéater kennenlernen. (11
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15 — Reelle Funktionen mehrerer Variablen

= Das Maximumprinzip fur harmonische Funktionen

Definition Eine C2-Funktion u: R™ & R heiRt harmonisch, falls tberall

| U |
Au [CJuyy =0 [
i=1
Bemerkung Der DiCerknzialoperator

1
A= 97
i=1
heil3t Laplaceoperator und spielt in der Physik und vielen Anwendungen eine
fundamentale Rolle. Zum Beispiel beschreiben harmonische Funktionen Gleichge-
wichtsldsungen fur viele wichtige partielle Di Cerknzialgleichungen. [

Ia. Aufeinem Intervall ist eine Funktion u harmonisch genau dann, wenn

u™= o,

also wenn sie linear ist.
b. Ist p ein beliebiges Polynom mit komplexen Koe [Ziehten, so ist

u: R R, u(xy)= [Cp&+iy)

harmonisch. Dasselbe gilt fur den Imaginarteil 5.6 -

c. Fur n [Zlist
1

I@g|x|, n=2

u: R™\{0} - R, u(x) = @Iz_n g

harmonisch. 11

Wir betrachten Funktionen in C°(Q) n C2(Q), mit Q [CRI o[ed und be-
schrankt. Diese sind also C? in Q und noch stetig auf dem Abschluss von Q.
Dies schliel3t aus, dass die Funktionen am Rand von Q unbeschrankt werden.

Maximumprinzip Sei Q beschrankt und o[eA und u CCP(Q) n C2(Q) in
Q harmonisch. Dann gilt:
(i) Die Funktion u nimmt ihr Maximum auf dem Rand an:

maxu = maxu.
Q 0Q

(i) Ebenso nimmt |u] sein Maximum auf dem Rand an.
(iti) Ist u auf dem Rand von Q konstant, so ist u Uberall konstant. [ 1

i (i)  Betrachte die modifizierte Funktion

W =u-+Egyv, >0,

15.20



153 — Lokale Extrema

mit v(x) = x2 + .. +x2 [OJEs ist Av = 2n > 0 und damit
Aw = Au + eAv = 2ne > 0.

Diese Funktion besitzt in Q keine Maximalstelle. Denn ware ¢ Q) eine
solche Maximalstelle, so ware Hw(c) [Ql;;, und somit waren alle Eigenwerte
von Hw(c) nichtpositiv. Dann ist aber auch

Aw (a) =spHw(c) Q]

im Widerspruch zu Aw > 0. Somit besitzt w in Q kein lokales Maximum.
Andererseits ist w nach Voraussetzung auf Q stetig. Diese Menge ist ab-
geschlossen und beschrankt und damit kompakt. Also nimmt w auf Q sein
Maximum an, und es gilt
maxw = maxw = max (u +e&v) [(thaxu) + er?
Q 0Q aQ aQ

fur ein hinreichend groRRes r. Also gilt auch

maxu Cmaxw Cmlaxu + er2.
Q Q 20

Da dies fur jedes € > 0 gilt, folgt hieraus die erste Behauptung.
(i)  Mit u ist auch —u harmonisch und mit dem gerade Bewiesenen also

max (—u) = max (—u).
Q 0Q
Dies ist aquivalent mit ming u = minyg U., Zusammen mit (i) folgt hieraus die
zweite Behauptung.

(iili)  Nach Voraussetzung ist u|ago = m mit einer reellen Konstanten m.
Dann ist aber auch u —m harmonisch, also

max |u —m| = max|u—m]| =0.
Q 0Q
Also gilt u=m auf Q.

Bemerkung Man kann auch noch zeigen, dass eine nicht konstante harmo-
nische Funktion u I:Cj’(ﬁ) N C2(Q) nur auf dem Rand von Q ihr Maximum und
Minimum annimmt - siehe Hildebrandt 2, Seite 63. [1
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154
Konvexe Mengen und Funktionen

Definition Eine Menge M [V1heif3t konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch
ihre Verbindungsstrecke enthélt:

u,v CM [ Ju,v] CM,
wobei [u,v] 1 —t)u+tv:0 CTICT}. [ 1

Ia. Auf der reellen Geraden sind die konvexen Mengen genau die Intervalle.
b. Jede o [ene Kugel B, (a) eines normierten Vektorraumes ist konvex. Denn
seien u,v [Bj(a), also

[u—-alt<gr, vi—alCgr.

Fur O CI1CTgilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung und der positiven
Homogenitéat einer Norm
[[l—-tu+tv)—alF[A-t)(u—a)+t(v—a)[]
CA-t) m-al#At v—-al]
<@A-Or+tr=r.
Also ist auch (1 —t)u+tv [Bil(a).
c. Dasselbe gilt fur abgeschlossene Kugeln.
d. Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex.

e. Ist M [V eine beliebige Teilmenge, so ist der Durchschnitt aller M
umfassenden konvexen Mengen,

. ) |
M [1 K [VI: M [Klund K ist konvex ,

eine konvex Menge. Diese heil3t die konvexe Hulle von M und ist die kleinste
konvexe Menge in V, die M enthalt.

f. Ist Q oledund a [, so ist Q [{d} nicht konvex.

g. Eine Banane ist unkonvex. 11

Abb 7 Zwei konvexe und zwei nicht-konvexe Mengen
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Man nennt (1 —t)u +tv mit 0 [CI1Tleine Konvexkombination der Punkte
u und v. Allgemeiner hei3t eine Linearkombination von m [TIPunkten,

AU + .. + ApmUm,

eine Konvexkombination dieser Punkte, wenn A1, .., Ay [CQdund A1 + .. + Ay = 1.
Diese charakterisieren konvexe Mengen ebenfalls.

Satz Eine Teilmenge K eines Vektorraumes ist konvex genau dann, wenn
jede Konvexkombination aus Punkten in K ebenfalls zu K gehért. [

mmm —IWenn jede Konvexkombination aus K wieder zu K gehért, dann
gilt das naturlich auch fur solche aus zwei Punkten. Also ist K konvex.

[1Dies zeigen wir durch Induktion Uber die Zahl m der konvex kombi-
nierten Punkte. Fir m = 1 ist nichts zu tun, ebensowenig fur m = 2, da dies ja
der Definition entspricht. Nun gelte die Behauptung fir jede Konvexkombination
aus m [Z1Punkten aus K, und es sei

U =AU+ .. +Am+1Um+1

eine Konvexkombination aus m + 1 Punkten in K. Ist Ajm+1 =1, s0ist U =uUm+1,
und wir sind bereits fertig. Andernfalls ist A [CAl +.. + Ay = 1 — Ap+1 > 0.
Aufgrund der Induktionsannahme gilt

)\m
= — + ..+ —
Y, )\ul )\umEIQ

denn dies ist eine Konvexkombination aus m Punkten. Da K auch jede Konvex-
kombination aus zwei Punkten enthalt und 1 — A = Ap+1, ist auch

AV + (1= AN)Um+1 =AU + .. + Am+1Um+1 = u CK1 (100
Nun zum Begri Cdér konvexen Funktion.

Definition Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes definierte
Funktion f: K - R heif3t konvex, wenn

f((1—t)u+tv) CA—t)f(u) +tf(v)

fur alle u,v CKlund alle O X111 Sie heif3t strikt konvex, wenn auf3erdem
f(A—-tHu+tv) <@ -—-t)f(u) +tf(v)

furalleu#vundalle 0<t<1. [ 1

Geometrisch bedeutet dies, dass der Graph von f unterhalb jeder Verbin-
dungsstrecke zweier Punkte auf diesem Graphen liegt. Dies lasst sich ebenfalls
mit dem Begri [C_dér konvexen Menge ausdricken.
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Abb 8

Eine konvexe Funktion

und ihr Epigraph (1 — O)F (U) + t(F (V)

u w \%

Notiz  Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes V definierte
Funktion f: K - R ist konvex genau dann, wenn ihr Epigraph

Epi(f) [({Qu,z) CVIxR: u K] z CfQu)}
konvex in V xR ist. [ 1

I Jede Norm N auf einem Vektorraum ist konvex, denn aufgrund der Drei-
ecksungleichung und der positiven Homogenitat gilt, fur 0 [CT1CT1]

N((1—t)u+tv) CNK(1 —t)u) + N(tv)
=1 —-t)N() +tN(V).
Sie ist aber nicht strikt konvex, denn fir u =0 und v # 0 gilt
N(@—-t)u+tv) =N(tv) =tN(v) = (1 —t)N(u) +tN(v). 1

Ist eine Funktion konvex, so ist sie es auch bezuglich beliebiger Konvexkom-
binationen ihrer Argumente. Dies wird genau so bewiesen wie die entsprechende
Aussage Uber konvexe Mengen 15 .

Satz  Eine auf einer konvexen Menge K eines Vektorraumes definierte Funk-
tion f: K - R ist konvex genau, wenn

f(Avi+ .. + Amvm) EAIF(va) + .. + Amf(vim)
far jede Konvexkombination Ajvi + .. + Amvm in K. [

Die Konvexitat einer Funktion ist punktweise definiert und erfordert keiner-
lei Stetigkeit. Auf einer abgeschlossenen Menge muss dies auch nicht der Fall
sein, wie Abbildung 10 zeigt. Jene Funktion ist o [Cendsichtlich konvex auf [—1, 1],
aber unstetig. Anders ist dies auf o [Leden Mengen.

Satz  Sei Q [Vl1oled und konvex. Ist f: Q - R konvex, so ist f stetig und
auf jeder kompakten Teilmenge von Q sogar lipschitzstetig. [ 1

Wir benétigen diesen Satz hier nicht und Ubergehen deshalb den Beweis.
Man findet ihn zum Beispiel in Hildebrandt 2, Seite 75-76.
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