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Abb 10

Eine konvexe unstetige e ®
Funktion

s Konvexitat und Di Lerkenzierbarkeit

Wir wollen nun Konvexitat durch Eigenschaften der ersten und zweiten
Ableitung charakterisieren. Grundlegend ist folgender Satz.

18 Satz Sei Q [W1oled und konvex und f CCH(Q). Dann ist f konvex genau
dann, wenn

f(x+h) CEQx) + Df(x)h

far alle x,x + h Q. Sie ist strikt konvex genau dann, wenn auf3erdem
f(x+h) >f(x) + Df(x)h

far alle h=0 gilt. [

mmm —1Sei f konvex. Mit x, x + h gehdrt dann auch
Xx+th=(1l—t)x+t(x+h), 0 CEIT)

zu Q, und aufgrund der Konvexitat von f gilt

f(x+th) CA-)fX)+tf(x+h)=f(x) +t I%I(x+ h) —f(x)I:.I

Wegen f CCH(Q) gilt also

va

Df (x + sh)hds @)
0

f(x +h) — (%) I__%Il%l(x+th) —f(x)l:='

| =

fur alle 0 <t < 1 mit einem in s stetigen Integranden. Mit t -~ 0 und dem
Riemannschen Lemma 1015 erhalten wir somit die Behauptung

f(x+h) —f(x) CDOF(x)h (3)

fur den Fall der einfachen Konvexitéat.
Ist f sogar strikt konvex, so gilt in (2) die strikte Ungleichung. Zusammen
mit der eben bewiesenen Ungleichung (3) fur th anstelle von h erhalten wir

15.25



420

19
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Abb 11

Konvexe Funktion mit
Stutzgerade

1C]1 [
f(x+h)—f(x) > T f(x+th) —f(X)
I__%Df(x)(th) = Df(x)h

wie behauptet.
[ 1Seien x #y zwei Punkte in Q und z = (1—t)x+ty mit0O<t<1.
Dann ist mit h =y — x umgekehrt

X =z —th, y=z+((1-t)h.
Wenden wir hierauf (3) an, so erhalten wir
f(x) CI(Qz) —tDf(2)h, f(y) CIQz) + (1 —t)Df(2)h.

Multiplizieren der ersten Gleichung mit 1 —t [CQ] der zweiten mit t CQlund
anschlielendes Addieren ergibt

A -Df () +tf(y) [Elz) = (1 —t)x+1ty).

Somit ist f konvex. Gilt in der Voraussetzung (3) sogar die strikte Ungleichung,
so gilt sie auch in den letzten drei Ungleichungen, und wir erhalten die strikte
Konvexitat von f. (mm

Der Graph der Funktion h [C¥(k) + Df (x)h beschreibt die Tangentialebene
an den Graphen von f im Punkt (x,f(x)). Eine C1-Funktion ist somit (strikt)
konvex genau dann, wenn ihr Graph (strikt) oberhalb aller ihrer Tangentialebenen
liegt, mit Ausnahme naturlich des jeweiligen Beruhrpunktes. Solche Ebenen
werden Stutzebenen, im eindimensionalen Fall Stiitzgeraden genannt.

Im eindimensionalen Fall ergibt sich aus dem letzten Satz folgende Charak-
terisierung konvexer C1-Funktionen.

Satz Sei | [Rlein Intervall und f CCH(1). Dann ist f (strikt) konvex genau
dann, wenn fH(streng) monoton steigt. [_|

mm [IBesteht 1 nur aus einem Punkt, so ist nichts zu tun. Sei also |
nichtentartet, und seien u <v innere Punkte von |. Dann ergibt der letzte Satz

f(v) — f(u) CEXu) (v —u), f(u) — f(v) CEXv) (U — V).
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154 — Konvexe Mengen und Funktionen

Daraus folgt f5u)(v — u) CFiv)(v — u) und damit fi¢u) CFifv). Aus Stetig-
keitsgrunden gilt dies dann auch fur etwaige Randpunkte von |. Ist f zudem
strikt konvex, so gelten tberall auch die strikten Ungleichungen.

[_1Ist f“monoton wachsend, so gilt

0 4
f+m—f= f¢x +sh)hds ] f{x)hds = fé)h,

und zwar sowohl fir h COldwie auch h O] Ist sttreng monoton wachsend, so
gilt fir h # 0 sogar die strikte Ungleichung. Die Behauptung folgt dann mit dem
letzten Satz 1g. [N

Nun betrachten wir nun noch den Fall einer C2-Funktion.

Satz Sei Q [CR" oled und konvex und f [CP(Q). Dann ist f konvex
genau dann, wenn Hf [COlauf ganz Q. Gilt sogar Hf > 0, so ist f strikt
konvex. [

[ Mit X, X + h ist wegen der Konvexitat von Q auch [x,x + h] CQl
Aufgrund der quadratischen Taylorformel 5 gilt

f(x+h)y=fXx)+ EIIE(}),hE%EEIf(E)h,hEI (4)
furein § ¥, x+ h]. Ist Hf [COJauf Q, so folgt

f(x + h) CFQx) + CIFX), h ] ()

und hieraus die Konvexitat von f 1g. Gilt sogar Hf > 0 auf Q, so folgt entspre-
chend die strikte Konvexitat.
Ist umgekehrt f konvex, so gilt wieder (5) 15, und mit (4) folgt somit

[Hf(E)h,h Tl

Abb 12

Konvexe Flache mit
Stutzebene
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422 15 — Reelle Funktionen mehrerer Variablen

mit einem & A, x + h]. Ersetzen wir h durch €h, so gilt dieselbe Ungleichung
mit & [CX,x + €h]. Lassen wir € gegen Null konvergieren, so konvergiert ¢
gegen x, und wir erhalten

MEf(x)h,h10l
Da dies fur jedes kleine h gilt, ist Hf (x) Q1 Dies gilt fur jedes x Q. mmn

Bemerkung Umgekehrt folgt aus der strikten Konvexitat nicht, dass auch
die Hessische strikt positiv definit ist. Zum Beispiel ist x [x*1strikt konvex, aber
die zweite Ableitung verschwindet bei x =0. [1

Ia. exp ist strikt konvex auf R.
b. log ist strikt anti-konvex, das heifl3t, —log ist strikt konvex auf (0, o).
c. Jede C2-Funktion f auf einem Intervall mit ™% 0 ist strikt konvex. 1

15.5
Konvexe Ungleichungen

Auf Konvexitatsargumenten beruhen einige wichtige Ungleichungen der
Analysis. Zunachst die

20 Jensensche Ungleichung Sei ¢ integrierbar auf dem Intevall |. Ist f stetig
und konvex auf ¢ (1), so gilt
m -

f Chp@)dt COF(Pp(t))dt,
| |
wobei

=]
Cap(t) dt E]ﬁkl (bt

das gemittelte Integral Uber | bezeichnet [ 1

| U |
i Far eine Treppenfunktion ¢ = ckX(,t) gilt
1 k=1
|'—Tr|—t —
CH@)dt= ~— <Lg.
! k=

Dies ist eine Konvexkombination der reellen Zahlen cq, ..,cn im Intervall ¢(1).
Aufgrund der Konvexitat von f auf ¢ (1) gilt daher 17
(i 1
L I —
f Ch@dt ] T“f(ck) =1 G tef©)
k=1 L ] k=1 .

=1 [em)dt= IF‘(Cb(t))dt-
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155 — Konvexe Ungleichungen

Somit gilt die Jensensche Ungleichung fur Treppenfunktion. Aus Stetigkeitsgrin-
den gilt sie dann auch fur alle Regelfunktionen. [

I"Ist ¢ integrierbar auf I, so gilt
(| [ G
IE|q>(t)|dt |:I|:]cp(t)|pdt , p 1l

faralle p I 1

Youngsche Ungleichung  Fur reelle Zahlen a,b [COJund Exponenten p,q >1
mit 1/p +1/gq =1 gilt

p q
ab I__ék + b—
p q
Gleichheit gilt genau dann, wenn aP =b9. [ 1
[ Far u,v >0 und 0 Cal CTgilt ja
alogu+ (1 —a)logv [CIag (au + (1 — a)v).

Bilden wir auf beiden Seiten das Exponenzial, so erhalten wir die Ungleichung
vom geometrischen und arithmetischen Mittel,

uSv1iT® Cal + (1 — a)v.

Mit a = 1/p, 1 —a = 1/g sowie u = aP, v = b9 ergibt sich die Youngsche
Ungleichung.
Reelle Zahlen p und g mit
1 1
—+—=1, p,q>1,
P dg
werden als konjugierte Exponenten bezeichnet. Fir diese gelten die oft benétigten
Identitaten
p+gq=pqg [ (@A-1)(@Q-1)=1
L plg—-1)=q
LCqlp—1)=p.

Die einzigen selbstkonjugierten Exponenten sind p =q = 2.

Holdersche Ungleichung  Fur auf einem Intervall | integrierbare Funktionen
f,g und konjugierte Exponenten p und q gilt
1 M Ly
IIfgllilllflp II@JIq S
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15 — Reelle Funktionen mehrerer Variablen

i Verschwindet das Integral von |f| oder |g]|, so verschwindet auch das
Integral von |fg|, und es ist nichts zu zeigen. Wir kdnnen also annehmen, dass
[ Ry X (i
A= I|f|p >0, B= I|g|q >0

gilt. Aufgrund der Youngschen Ungleichung gilt dann punktweise

P q
Ifllgl (LI, 1lgl®
A B pAP ( B

Integration Uber [a,b] ergibt
1

——F?w|tﬁzhﬁ

AB p 1 AP

qg— 1+£=1.

1 |9
+ — =
q 1 Bd P q

Dies ist aquivalent zur behaupteten Ungleichung. [

Ein Spezialfall dieser Ungleichung ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
in Integralform,
1 1 Y P o Y e ¥
Ifgl 1 1F1° T

Mithilfe der Holderschen Ungleichung erhalten wir die

Minkowskische Ungleichung Fur auf einem Intervall | integrierbare Funk-
tionen f,g und p [CIgilt
(| L OO L4 0OH
IIf+91Ip l:lllflp + Ilglp S -

mm Far p = 1 ist dies die Dreiecksungleichung. Sei also p > 1. Es ist
If +glP =f +glP " |f +g] CHIIF+gl° " +|g]If +g|° . (6)

Mit dem zu p konjugierten Exponenten q ist (p —1)q = p und mit der Holder-
schen Ungleichung somit

— N G O
If +g|° .2 |f|° If +g| P~
[ Gy OO
+ |glP If +g| P~
(O L [0 G400
= IfP  + gl If +g|”

Ist nun die linke Seite Null, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls dividieren wir
durch den ganz rechts stehenden Faktor und erhalten wegen 1 —1/q = 1/p die
Minkowskische Ungleichung. mmm
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