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17.2
Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

FUr den allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz benétigen wir einige
technische Hilfsmittel. Wir beginnen mit der Umformulierung des Problems in

eine Integralgleichung. Letztere ist analytisch wesentlich leichter zu handhaben.

Insbesondere kénnen wir hierauf den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

= Die Integralgleichung

Lemmal Seiv: Q - V ein stetiges Vektorfeld auf einem Gebiet Q. Dann ist
¢d: 1 - Q eine Losung des Anfangswertproblems

X =v(X), x(0) = Xp

genau dann, wenn ¢ stetig ist und die Integralgleichung

v
d(t) =x0+ . v(d(s))ds

fur alle t CTerfallt. [
i st g Lésung des Awps, so folgt aus dem Hauptsatz 136
() —x0 = P(t) — p(0)
L
= d(s)ds = o V(P (s))ds.

Gilt umgekehrt diese Gleichung fir ein stetiges ¢, so ist wiederum aufgrund des
Hauptsatzes ¢ auch di Cerknzierbar, und es ist

() = v((d(1)).
Auerdem ist o [edsichtlich ¢(0) = xg. [

s Das Lemma von Gronwall

Dieses Lemma spielt bei der Untersuchung von gewéhnlichen Di Lerknzial-
gleichungen eine zentrale Rolle.

Lemma von Gronwall Ist u: [0,T] - R stetig und gilt

]
u(t) Cakb u(s)ds, 0 CEICTY
0

mit reellen Konstanten a und b, wobei b 0] so gilt

u(t) Cag®, orCEIm [
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[ Setze

(|
v(t) Cakb u(s)ds, 0 [Tl
0

Dann ist v stetig di Cerenzierbar und u [ auf [0,T] nach Voraussetzung.
Wegen b [Olgilt dann auch v&= bu ChY und folglich

(ve PHE= (v bv)e ™ Ol
Die Funktion ve™®t ist also monoton fallend auf [0,T] und daher
v(t)e Pt [qt)e ™ %O =v()=a, 0 [CHITl
Somit ist auch u(t) [M{t) [CagPt. mmm
Im Fall a = 0 erhalten wir folgendes

Korollar Ist u: [0,T] - R stetig und gilt

d
0 [Cuft) EEIOu(s)ds, 0 CLiCT]

mit einer reellen Zahl b CO)soistu=0. [ 1

= Banachscher Fixpunktsatz

Der letzte Hilfssatz ist tatsachlich ein fundamentales und machtiges Werk-
zeug der Funktionalanalysis.

Banachscher Fixpunktsatz Sei X [Eleine abgeschlossene Teilmenge eines
Banachraums E. Ist T: X - X eine Kontraktion — das heif3t, 8-Lipschitz
mit 6 <1 -so besitzt T in X genau einen Fixpunkt. [ ]

m Eindeutigkeit: Sind p und P zwei Fixpunkte von T in X, so folgt
Cpl-p = TAp) — T (p) I8P pL]

also (1 —06) [pl-pCIr0lWegen 1—6 =0 impliziert dies [pI— p[= 0. Also ist
der Fixpunkt in X eindeutig.
Existenz: Wahle irgendeinen Punkt xo [Xlund setze

Xn =TH(X0), n D]

wobei T" die n-fache Anwendung des Operators T bezeichnet. Mit Induktion
folgt x, CXIfur alle n CQOlsowie

XA+1 — Xn CAOAIX) — Xn— CIAT X3 — %o 1 n COl 2
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Fir m > n [COlfolgt hieraus
M
Xh — xp CIC 1 IXGhg — % 1
i=n
1 en
C10'x3d—x[=
._ 1—-06
I=n
Somit bildet (xn) eine Cauchyfolge in X. Aufgrund der Vollstandigkeit von E
besitzt diese Cauchyfolge einen Grenzwert p [CE] und aufgrund der Abgeschlos-
senheit von X gehort dieser ebenfalls zu X. Dieser Grenzwert ist ein Fixpunkt

von T, denn (2) ist &quivalent mit

x] — xo 1 3)

[TXXn) — X, CICAT X3 — Xo L1 n Q)

und mit X, - p und der Stetigkeit von T erhalten wir [TYp) — p = 0. Damit ist
alles gezeigt. [

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes liefert nicht nur die Existenz
des Fixpunktes, sondern gleichzeitig auch ein schnell konvergierendes Konstruk-
tionsverfahren einschlie3lich Fehlerabschéatzung.

Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz Jede Folge x, = T"(Xg) mit belie-
bigem Startwert xo Xl konvergiert gegen den eindeutigen Fixpunkt p
von T, und es gilt

lﬂ—pEll:IIO_n—e 3 —xo[C1 [

[ Dies folgt aus (3) mit m - oo und Xy —» p. [

= Eindeutigkeit
Wir wollen die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen des Awps
X=v(x),  X(0)=xo

fur lipschitzstetige Vektorfelder v zeigen. Wie so oft, ist die Eindeutigkeit der
leichtere Teil. Daher erledigen wir dies zuerst.

Satz Ist v: V @ V lipschitzstetig, so ist jede Losung des obigen Anfangswert-
problems auf ihrem Existenzintervall eindeutig. [ 1

i Seien @, W zwei auf demselben Intervall 1 um O definierte Lésungen
desselben Awps. Dann erfullen beide die zugehoérige Integralgleichung von Lem-
ma | 3, so dass

vu
(—-uw®) = 0[V(<I>(S)) —v(W(s)lds, t LI
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Fuar t > 0 folgt mit einer Lipschitzkonstanten L fir v die Abschatzung

e e
[ — W)() CI] [ (6)) ~ V(W() [ds T [ — y)(s) La.

FUr die stetige Funktion u(t) = (P — P)(t) Cgilt somit

Cd
0 [Cu(t) o u(s)ds.

Mit dem Korollar zum Lemma von Gronwall 5 folgt
Kd-P)(HL=Z0, t [Th[0,).

FUr t CI"h (—o0,0] gilt Entsprechendes. Also ist ¢ = auf |. I

s Existenz

Fur den Existenzbeweis gehen wir nun davon aus, dass das Vektorfeld v
auf ganz V erklart und gleichmagig lipschitzstetig ist. Dies vermeidet techni-
sche Komplikationen, da Ldsungen in endlicher Zeit nicht unbeschrankt werden
kénnen. Den allgemeinen Fall fuhren wir spater auf diesen zuruck.

Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz Ist das Vektorfeld v gleichmaRig
lipschitz auf ganz V, so besitzt jedes Anfangswertproblem eine fur alle
Zeiten definierte eindeutige Losung. [

i Wir schreiben das zu 16sende Awp als Integralgleichung 3

va
d(t) =x0+ OV(¢(S))dS, t [R]

fur die Kurve ¢ . Diese fassen wir als Fixpunktgleichung eines Operators T auf
einem Raum E stetiger Kurven auf.
Sei dazu L eine globale Lipschitzkonstante von v und

(I 1
E= ¢ [CIR,V): [ Ko
der Raum aller stetigen Kurven ¢ : R - V mit endlicher gewichteter Norm

[ JCsOp Cq(t) CerHt,
t [R1

Eine Cauchyfolge in dieser Norm konvergiert gleichmaRig auf jedem beschrank-
ten t-Intervall 1. Daher bildet E mit dieser Norm einen Banachraum 4.1. Die
Teilmenge aller solcher Kurven mit Anfangswert Xxg,

X ={¢ LEL $(0) =xo},
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ist abgeschlossen in E. Definieren wir den Operator T auf X durch

]
(TP)(t) =xo0 + . v(p(s))ds, tL[R

so ist ¢ eine Losung des Awps genau dann, wenn ¢ CXlund T = ¢.

Wir zeigen die Existenz eines solchen Fixpunkts mithilfe des Banachschen
Fixpunktsatzes g . Zwei Dinge sind hierftr zu zeigen.

a. T ist wohldefiniert und bildet X in sich ab O [Cedsichtlich ist Y =Td¢
eine stetige Kurve in V mit @(0) = Xo. Damit Y auch wieder zu X gehort,
mussen wir QI oo zeigen. — Nun ist

[(t) — xo L1 V(¢ (s)) Lds
L1 (BAP(s)) — v(xo0) [H Do) D dls

|:O| (L Ci(s) — xo [H [M{Xo) Dy dis.

Ferner ist [qi(s) — xo TN — xo _B2"!s! aufgrund der Definition von Il
Zusammen mit der groben Abschézung

Le?sds eq-ltl
0

erhalten wir

[(t) — Xo LI T — xo [ B2 + t| Dvi(x0) [

Also ist
[l — xo [ sup O(t) — xo Cel 2t < oo,
t[R1

und damit Y X1
b. T ist eine Kontraktion auf X Seien ¢, [Xl. Aufgrund der Integral-
gleichung gilt dann

Cief
A —Tw)() I DAPp(s)) — v(P(s)) Lds
IilO L [i(s) — w(s) Lds
Lol
LI —phd Le?Sds
0

I:ZEI Im _ l.IJ @ZthI .
Also ist

(T — T (3= sup (0T b — Tw)(®) Cer M 210 — Wi
t[R1
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Somitist T: X - X eine Kontraktion mit dem Faktor 1/2.

Schluss Somit ist der Banachsche Fixpunktsatz ¢ anwendbar, und T be-
sitzt einen eindeutigen Fixpunkt ¢ [Xl. Dieser ist die gesuchte Lésung des
Awps. Deren Eindeutigkeit hatten wir bereits gezeigt g. [

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert mit seinem Zusatz ; zugleich ein Ver-
fahren zur Konstruktion eines Fixpunktes von T . Dieser ist Grenzwert der Folge
T"do zu einem beliebigen Startwert ¢o Xl Im Zusammenhang mit gewdhn-
lichen Di Cerknzialgleichungen ist dies bekannt als das Iterationsverfahren von
Picard-Lindelof .

Satz von Picard-Lindelof  Sei v ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf V. Dann
ist die eindeutige Loésung des Anfangswertproblems

X =v(X), x(0) = Xo,
der Limes der Folge von Kurven
$n =T"do, n 1]

mit ¢po = xp und

va
(TP)(t) =x0 + . v(d(s))ds, t LRI

Diese Folge konvergiert gleichmafig auf jedem kompakten Zeitintervall. [

[ Der Zusatz zum Banachschen Fixpunktsatz 7 sagt aus, dass fiur jeden
beliebigen Startwert ¢o [Xldie Folge (T"¢o)n oiin der Norm des Banachrau-
mes E gegen den Fixpunkt ¢ [Xlvon T konvergiert. Ein solcher Startwert ist
zum Beispiel die konstante Kurve ¢ = Xg, und Konvergenz in der Norm [T_1
impliziert gleichméaRige Konvergenz auf jedem kompakten t-Intervall. m

—Jedes lineare Vektorfeld A: x ist global lipschitzstetig, die vorange-
henden Sétze sind also anwendbar. Wenden wir das Picard-Lindel6fsche Iterati-
onsverfahren auf das zugehdrige Awp an, so erhalten wir ¢o(t) = Xo,

o
$1(t) =xo+ Ado(s)ds = xg + tAXo,

1
Po(t) =% + . Ad1(s)ds =Xxo +tAxg + EtZAZXo,

und allgemein mit Induktion

[ ] 1

$n(t) = EAK Xo-
k=0
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Im Limes erhalt man die Lésung ¢(t) = e 'xg, wobei wir aufgrund des letz-
ten Satzes bereits wissen, dass diese Reihe auf jedem kompakten t-Intervall
gleichmaRig konvergiert. 1111

= Der nichtautonome Fall

Die Beweise der letzten drei Satze bleiben unverandert gultig, wenn das
Vektorfeld zusatzlich stetig von der Zeit t abhangt. Lipschitzstetigkeit in t ist
nicht erforderlich, wir mussen lediglich verlangen, dass die Lipschitzstetigkeit in
der Ortsvariablen x gleichmaRig fur alle t gilt.

Zusatz Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz g und der Satz von Picard-
Lindelof 1o gelten ebenfalls fur nichtautonome Vektorfelder

v: RxV -V, (t,x) (X, X),

die stetig in der Zeitvariable und gleichmé&gig lipschitzstetig in der Ortsva-
riable in dem Sinne sind, dass es ein L [Qlgibt, so dass

Dz(t,x) —v(t,y) CIITIx+y [

fur alle x,y ™Mund t CR1 [ 1

= Stetige Abhangigkeit

Bis jetzt haben wir die Losungen eines Anfangswertproblems als individuelle
Kurven betrachtet, also als Funktionen nur von t. Nun betrachten wir sie auch als
Funktion des Anfangswerts Xq . Dies machen wir sichtbar, indem wir ¢t (xo) oder
by, (1) fur die Losung zum Anfangswert Xo schreiben. Die Integralgleichung 3
lautet damit

]
" (x0) =xo + . V($°(x0)) ds

fur t im Existenzintervall der Kurve.

Stetigkeitssatz Sei v ein L-lipschitzstetiges Vektorfeld auf ganz V. Fur seine
Lésungskurven gilt dann

[ () — ' (y) CIreli!'! -y [
fur alle t CRlund alle x,y VY1 [ 1
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mm Aus den Integralgleichungen fir ¢t(x) und ¢t(y) folgt fur t Q1
[P () — d'(y) [
J

Xy [# . AP (X)) — V(P (y)) [ds
vu!
[XFy[HL o [P (x) — d°(y) [ds.

Wenden wir das Lemma von Gronwall 4 auf u(t) = Lt (x) — ¢pt(y) @n, so erhal-
ten wir die Behauptung fur t Q1 Den Fall t COIfuhrt man hierauf zurick. (I

Bemerkungen a. Das exponenzielle Anwachsen der oberen Schranke ist
im Allgemeinen nicht zu verbessern. Fur die Losungen von X = ax auf R mit
a # 0 qilt ja bereits

%‘(Xo) - 0'(0) = le*xo — e*'0] = e*' |xo — O] .

Entsprechendes gilt, wenn man lineare Di[erknzialgleichungen x = Ax mit
Diagonalmatrizen A betrachtet.

b. Fixieren wir die Anfangswerte von Lésungen und betrachten beliebige
Zeitintervalle, so kbnnen noch so kleine Abstande exponenzial anwachsen. Dies
ist der sogenannte E [ekit der empfindlichen Abhangigkeit von den Anfangswerten,
der in vielen Systemen beobachtet werden kann.

c. Fixieren wir dagegen ein kompakten Zeitintervall [a,b] um 0, so hangen
die Losungen gleichm&Rig vom Anfangswert ab. Denn es gilt ja

L — by Ll = ta%ﬁn] [ () — Py (D LM Xy L]

mit M = et®=®  Auf einem beschrankten Zeitintervall ist der Abstand ver-
schiedener Losungskurven also gleichmaRig klein, wenn nur ihre Anfangswerte
hinreichend kleinen Abstand haben.

d. Mit der im Beweis des Existenzsatzes g eingefiihrten Norm [QI[_Ifolgt
aus dem Stetigkeitssatz auch

[ — Py [Ty [

Der Operator

1: Vo E, x [,

der jedem Anfangswert in x [V] seine entsprechende L6sungskurve ¢y [CEl
zuordnet, ist also lipschitzstetig beztglich 1,1 [1
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