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17.3 — Flusse

Abb 3 Flusseigenschaft

Ds ) N O 26 0)
d(t +5s,X%) \

17.3
Flisse

Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so definieren alle seine - eindeutigen —
Ldésungskurven zu allen Anfangswerten zusammen eine Abbildung
®: RxV -V, D(t, x) = PL(X) = Ppyx(t),

genannt der Fluss oder die Flussabbildung des Vektorfeldes. Aufgrund des Stetig-
keitssatzes 1, ist sie stetig in X, und aufgrund der Konstruktion sogar di Leren-
zierbar in t.

Flusssatz Ist das Vektorfeld v lipschitz auf V, so gilt fur seine Flussabbildung
®(0,x) =X,
Pt +5,X) = 0(t, (P(s,X))
fur alle x [Ylund alle s,t (Rl [ 1

1 Da @(t, x) die Losungskurve zum Anfangswert x bezeichnet, ist natir-
lich #(0,x) = x fur alle x. Betrachten wir beide Seiten der zweiten Gleichung als
Funktion von t bei festem s, so sind beide Losungskurven desselben Vektorfeldes
v mit demselben Anfangswert ®(s,x) bei t = 0. Denn es gilt ja

d(t+5s,x) =Vv(P(t+5s,X))
und
D(t,d(s, X)) = V(P(t, P(s,X))).
Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes g stimmen beide Seiten somit Uberein. I
Die Gleichung
D(t+5,X) = P(t, (P(s, X))

bedeutet, dass es keinen Unterschied macht, ob ich vom Punkt x der Losungs-
kurve bis zum Zeitpunkt s folge und (s, x) als Anfangswert einer weiteren
Loésungskurve bis zum Zeitpunkt t wéahle, oder ob ich gleich von x >ohne Zwi-
schenstop« bis zum Zeitpunkt t +s fortschreite app3.
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= Zeit-t-Abbildungen

Wir wechseln jetzt die Perspektive und betrachten die Flussabbildung nicht
als Bundel von Lésungskurven, sondern als Familie von Zeit-t-Abbildungen

o' V oV, x CO%X) = d(t, ).

Diese bildet also jeden Punkt x [¥1auf den Punkt ¢'(x) der Lésungskurve mit
Anfangswert x ab.

Satz Die Familie der Zeit-t-Abbildungen (®!); rz7eines lipschitzstetigen Vek-
torfeldes auf V bildet eine 1-Parametergruppe von Homoomorphismen
von V. Das heiRt, jedes ®' ist ein Homéomorphismus von V, und es gilt

0 =id, O =0'-0°
fur alle t,s CR1 [ 1

i Die Identitaten sind gleichbedeutend mit denen des Flusssatzes 13 und
mussen nicht mehr bewiesen werden. Aus ihnen folgt insbesondere

CDt ° CD_t — q)t—t — CDO — q)—t+t — CD_t ° th_
Wegen ¢° = id ist also ®' umkehrbar, und die Umkehrabbildung ist
(¢,t)—1 =t t Rl
Da diese stetig sind, ist jede Zeit-t-Abbildung ein Homdomorphismus von V. [

Bemerkungen a. Die Flussabbildung eines Vektorfeldes definiert somit
einen Homomorphismus der additiven Gruppe R in die Gruppe Hom(V) der
Homodomorphismen auf V:

®: (R,+) - (Hom,=), t @l

Eine solche Familie von Abbildungen wird auch als dynamisches System mit
kontinuierlicher Zeit bezeichnet.
b. Der Satz verallgemeinert das entsprechende Resultat fur lineare Vektor-
felder A. Dort war ja
pt=eM: VoV

eine 1-Parametergruppe von linearen Isomorphismen von V. Die Gruppenstruk-
tur war dort eine algebraische ldentitét, die wir ohne den Ee-Satz zeigten. [
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= Dilerknzierbarkeit

Ein lipschitzstetiges Vektorfeld generiert also eine 1-Parametergruppe von
Homodomorphismen des Vektorraumes V . Ist das Vektorfeld dartiber hinaus stetig
di Cerknzierbar, so gilt dasselbe auch fur seine Flussabbildung.

Satz Ist das lipschitzstetige Vektorfeld v auf V stetig di Lerknzierbar, so ist
jede Zeit-t-Abbildung ®! seines Flusses ein Di [edmorphismus von V. [ ]

Da wir bereits wissen, dass es sich bei den Zeit-t-Abbildungen um Homéo-
morphismen handelt, ist nur noch deren stetige Di Lerknzierbarkeit zu zeigen. Es
genugt daher, Folgendes zu beweisen.

Proposition Ist das lipschitzstetige Vektorfeld v stetig di Lerknzierbar, so ist
jede Zeit-t-Abbildung @' seines Flusses ebenfalls stetig di [erknzierbar.
Seine Ableitung A! [CDIt(x) ist die eindeutige Lésung des nichtautonomen
linearen Anfangswertproblems

A=AMA,  A©)=Id, (4)
mit A(t) CDV(P'(X)). [
Dieses Awp ergibt sich wie folgt. Falls wir die Di Cerknzialgleichung

®'(x) = v(®' (X))

nach x di Cerknzieren und Di Cerknziation nach x und t vertauschen dirfen, so
erhalten wir die Di Lerknzialgleichung

(DD (X)) = DV (D' (x))Dd(X).

Ihr Anfangswert ist D®%(x) = Id, da ja ®° = id. Fixieren wir also x, so erhalten
wir genau das behauptete Awp fur A(t) CDB(X).
Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung ist jedenfalls kein Problem:

Lemma Ist das Vektorfeld v auf V lipschitz und C?, so besitzt das Anfangs-
wertproblem (4) eine fur alle t definierte eindeutige Loésung. [ 1

i Ist v stetig di Cerknzierbar, so liefert die Definition von A(t) eine
stetige Abbildung A: R - L(V). Diese ist gleichmafig beschrankt in der Opera-
tornorm von L(V) durch die globale Lipschitzkonstante von v. Somit kénnen
wir A = A(t)A au [asken als eine stetig von t abhangende lipschitzstetige Dif-
ferenzialgleichung auf dem Vektorraum L(V). Der Zusatz zum Existenz- und
Eindeutigkeitssatz 11 liefert dazu die gewiinschte eindeutige Lésung. [

[ Beweis der Proposition  Wir zeigen, dass

Wt(h) Cat(x + h) — o'(x) — Ath = o( (AL

17.17
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492 17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

Dann ist A! von (4) die Ableitung der Flussabbildung. — Aufgrund des Hauptsat-
zes gilt

CJd
Ath=h+ A()A*hds,

o' (x) =x+  Vv(P°(x))ds,
0

L]
d'(x+h)=x+h+ v(®3(x+h))ds.
0

Also ist
¢ II'IZI [
Wih) =  v(@°(x+h)) —v(®°(X)) — A(S)A’h ds.
0
Mit ASh = ®3(x + h) — ®5(x) —W=s(h) wird dies zu

w(h) = %I(GJS(X +h)) —v(P°(x)) = AGS)(P*(x + h) — P*(x)) Edls
0

wu|
+  A@G)WS(h)ds
0

e [
= OA(s)ds+ OA(s)WS(h)ds

A(s) = v(@*(x + h)) = v(P°(x)) = A(s)(P°(x + h) — ®°(x)).

Aufgrund der gleichmagigen Lipschitzstetigkeit von v ist [A(s) CILLIfur alle s

und x. Also folgt

e e
t(h)zn:lo (A(s) Cls + L OW°(h) Cals.

Mit einer Variante des Lemmas von Gronwall .12 gilt dann
t(h)EI]:(IJ [A(s) Cett9) ds.
Mit A(s) = Dv(®°(x)) und dem Mittelwertsatz ist nun
[A(s) (I sup [MDNV(E) — Dv(®° (X)) CIIMF (X + h) — ®°(x) [
Eag)
mit 1(s) = [(PS(x + h), P3(x))]. Aufgrund des Stetigkeitssatzes 1, ist
[@f (x + h) — ®°(x) (= O([hD)]
Andererseits gilt & - ®3(x) fur h - 0, und deshalb
DNV (&) — Dv(®*(x)) 3 O, h - 0.

Also ist [Al(h) (2 o([MD)Jund damit WM'(h) (= o([AL)]wie zu zeigen war. [N
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Abb 4
3 (x + h)
Zum Beweis der ®t(x + h)

Proposition WS (h)

/_»\
h / *°00 ()

X

= Variationsgleichung

Fur die Abhangigkeit der Lésungen von den Anfangswerten ergibt sich
daraus Folgendes. Setzen wir

£(t) = DO (x)h = A(t)h,
so gilt
Ot (x+h) = ®'(x) + &(t) + o(h),
wobei die Kurve & der Variationsgleichung
E=AME  EO0)=h,

entlang der Kurve ®t(x) genigt. Sie beschreibt in erster Naherung die Anderung
einer Lésungskurve bei kleinen Anderungen des Anfangswertes.

= HOhere Regularitat

Besitzt das Vektorfeld hohere Regularitéatseigenschaften, so vererben sich
diese auf den Fluss.

18 Satz Ist das Vektorfeld v auf V von der Klasse C", wobei 1 [rllcd, so ist
seine Flussabbildung ® ebenfalls C'. [ 1

mmw Far r = 1 ist die Behauptung bereits bewiesen 15. Wir gehen daher
induktiv davon aus, dass die Behauptung fir irgendein r [Tlgilt, und beweisen
deren Gultigkeit fur r + 1.

Sei also v ein C'*1-Vektorfeld. Betrachte das Di [erknzialgleichungssystem

X =v(X),
. ()
u=Dv(X)u,
und das zugehorige Vektorfeld 7 .
VXV oV xV, wu)= Vo)
W - ' "7 Dv(X)u
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Dieses ist C" auf V x V. Also ist nach Induktionsannahme auch seine Flussab-
bildung ¥ von der Klasse C". Diese Flussabbildung ist aber gerade

1
H(x)

t —
oW = Do (X)u

denn die zweite Gleichung in (5) ist gerade die Variationsgleichung der ersten
Gleichung 16 . Also ist nach Induktionsannahme D®! eine C'-Abbildung. Dasselbe
gilt fur ®' aufgrund der Di [erenzialgleichung. Also ist ® selbst eine Cr+1-
Abbildung, und die Induktion ist abgeschlossen. [l

17.4
Der lokale Ee-Satz

Bis jetzt gingen wir davon aus, dass ein Vektorfeld auf ganz V definiert und
dort lipschitz ist. Das ist naturlich nicht immer der Fall.

ia. Die Dilerknzialgleichung x = x? ist auf ganz R erklart, aber nicht
gleichmagRig lipschitzstetig. Tatsachlich hat jede nichttriviale Lésung

Xo
1—Xot’

x(t) =

Xo Z 0,

eine Singularitat.
b. Die Di[erknzialgleichung X = x~2 hat eine Singularitat im Punkt 0, und
die L6sung

L1
x(t)= "3t+1

erreicht diesen Punkt in endlicher Zeit, verlasst also den Definitionsbereich der
Di Cerknzialgleichung. 111

Ldsungen existieren im Allgemeinen also nicht fur alle Zeiten. Aber jedes
Anfangswertproblem eines lokal lipschitzstetigen Vektorfeldes besitzt immer eine
eindeutige lokale und sogar maximale Lésung. Dazu bendtigen wir einige Fakten
Uber lipschitzstetige Abbildungen.
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= Lipschitzstetige Vektorfelder

Definition Ein Vektorfeld v auf einem Gebiet Q [V1heil3t lokal lipschitzstetig,
wenn zu jedem Punkt in Q eine Umgebung U und ein L [CQlexistiert,
so dass v auf U L-lipschitzstetigist. [

II"a. Lineare Vektorfelder x [CAX sind global lipschitzstetig, denn
[Ak — Ay [ZF [Ax—y)[MTTAITkKFy [ 1 x,y [V

b. Jedes Cl-Vektorfeld auf einem Gebiet ist lokal lipschitz aufgrund des
Schrankensatzes 14.16 -
c. Das Vektorfeld x [x2? istim Punkt O CRInicht lokal lipschitz.

19 Lemma Ist v auf dem Gebiet Q lokal lipschitz, so ist v auf jeder kompakten
Teilmenge K gleichmagig lipschitz. [

m Sei K [CQ kompakt. Ware v nicht gleichmagig lipschitz auf K, so
existierten zu jedem n [CT1Punkte X, #Yyn in K derart, dass

OV{Xn) — v(yn) CIOIXE — yn

Also ist
Iﬂ.—ynliﬂﬁlsup II(X)EI]éM, n [CI]
N xma n

denn VI ibt auf K stetig und daher beschrankt.

Da K kompakt ist, besitzt die Folge (xn) eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert p K1 Die entsprechende Teilfolge von (yn) konvergiert dann wegen
der vorangehenden Abschétzung ebenfalls gegen p. Da aber v in einer Umgebung
von p lipschitz ist, ergibt sich fur hinreichend grof3e n ein Widerspruch zur Wahl
von X und yp. [0

Lipschitzstetige Funktionen auf kompakten Teilmengen eines normierten
Raumes lassen sich nun zu lipschitzstetigen auf dem gesamten Raum fortsetzen,
ohne die Lipschitzkonstante zu verschlechtern.

20 Lemma Sei f: M - R L-lipschitz auf einer nichtleeren abgeschlossenen
Teilmenge M von V. Dann existiert eine Fortsetzung ¢@: V - R von f mit
derselben Lipschitzkonstante L. [

i Nach Voraussetzung gilt
|f(u) —f(v)| CO—-vCl  u,v CM. (6)
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Fixieren wir irgendein ug in M, so gilt fur jedes x [N1und u Ml aufgrund der
Dreiecksungleichung die obere Abschatzung

f(u) — L X u T qQup) + |[f(u) — f(up)| — L X ul]
[TQuo) +L M~ up[HL X+ ul]
[fQup) + L X+ up L1
Die linke Seite ist somit fur alle u Ml gleichmé&Rig beschréankt und damit
®: VR oX Csup(f(u)—LIEFub
u M1
wohldefiniert.

Aus (6) folgt andererseits f(v) [fQu) — L O/I— u uUnd deshalb

sup (f(u) — L vl— uDE= f(v), v ML
u M1

Also ist @ =f auf M und damit ¢ eine Fortsetzung von f auf ganz V.
Nun gilt fur jedes y [V1

oXx) FQu) - L—uEFLIXXFyL1 u M.

Also gilt dies auch fur das Supremum tber u Ml und deshalb
e(x) Laly) — L IxyL]

Dasselbe gilt mit den Rollen von x und y vertauscht, so dass wir insgesamt
le(x) —(y)| [TIX;-y ]

erhalten. Somit ist ¢ L-lipschitz auf V.

Korollar Jedes lipschitzstetige Vektorfeld auf einer kompakten Menge in V
besitzt eine lipschitzstetige Fortsetzung auf ganz V. [ 1

i Wéhle eine beliebige Basis in V, und setze jede einzelne Komponenten-
funktion mit dem vorangehenden Lemma auf ganz V fort. Die Behauptung ftr
die daraus resultierende Fortsetzung des gesamten Vektorfeldes folgt, weil alle
Normen in V &quivalent sind. [

= Lokale Losungen

Lokaler Ee-Satz Das Vektorfeld v sei auf einem Gebiet Q lokal lipschitzste-
tig. Dann besitzt jedes zugehoérige Anfangswertproblem eine eindeutige
maximale Losung. [ 1
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Abb 5 Konstruktion einer maximalen Losungskurve

bm

$n

I Zu jedem Gebiet Q existiert eine Ausschopfung

1
Ky CKY C10CQ) Kn=Q,
n 11

durch kompakte Teilmengen — zum Beispiel
Kn ={x CQ: dist(x,Q°%) [CIIn [IXI 1 n}.

Aufgrund von Lemma K 19 ist die Einschrafikung v]k, gleichmafig lipschitz-
stetig, und aufgrund von Lemma L 59 kann es von dort zu einem gleichméRig
lipschitzstetigen Vektorfeld v, auf ganz V fortgesetzt werden.

Sei nun Xg ein beliebiger Anfangswert, und ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei xo K1 . Fur jedes n [Tlexistiert dann eine eindeutige globale
Lésung ¢, zum Vektorfeld v, und Anfangswert Xo, und zu dieser ein gréf3tes
o [enes Intervall 1, CQImit der Eigenschaft

én(In) LK.

Eventuell gilt auch ¢n(l;) K}, aber das ist unerheblich. Wegen K; [CK} [
gilt dann auch I; [CI2 1 sowie

¢m%: bn, m [nl

Setze jetzt

1
J L1y,
n 171

17.23



498

22

17 — Gewohnliche Differenzialgleichungen

Abb 6
\%
Die Menge =
Q
X Jx

@

und definiere ¢: J - Q durch @], = ¢n. Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes g
ist ¢ eine wohldefinierte Losung zum Anfangswert xgo innerhalb von Q.
Um ihre Maximalitat zu zeigen, betrachte beispielsweise

J,=Jn[0,0)=[0,b), O0<b Cod

Ist b = oo, so ist J;+ sicher maximal. Sei also b < co. Gébe es eine Lésung zum
selben Anfangswert Uber den Zeitpunkt b hinaus, so existierte lim; (), und
der kompakte Kurvenabschnitt ¢ ([0, b]) wére im Innern einer der kompakten
Mengen K, enthalten. Dies aber widerspricht der Definition der Intervalle 1, und
J. [mm

Der maximale Fluss eines Vektorfeldes v ist die Bundelung aller seiner
maximalen Lésungskurven. Wir setzen

—1
== Iy x G ={(t,x) (RIxQ:t 11},
x 1

wobei Jx das maximale Existenzintervall der Lésungskurve zum Anfangswert x
bezeichnet, und definieren

d: =5 Q, (t,x) CPplt,x)
genau wie im Fall des globalen Flusses. Dann gilt folgender

Satz Die Menge = ist eine o [ede Umgebung von {0} x Q [RIx Q, und @ ist
ein maximaler Fluss auf Q bestehend aus maximalen Lésungskurven des
Vektorfeldes v. [ 1

mm Dies ist als Ubung Uberlassen g. mmm
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Lokal gilt fur den maximalen Fluss dasselbe wie fur den globalen Fluss im
Flusssatz 13, also

Po(x) =%, O =o' (d%(x)),

wann immer alle Ausdricke definiert sind.
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