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10 — Integration

Die »einfache« Anwendung der Substitutionsregel besteht darin zu erkennen,
dass der Integrand aus der Anwendung der Kettenregel hervorgegangen ist und
das Integral daher die Form der linken Seite in Gleichung (3) hat.

a. Im unbestimmten Integral
1

t
———dt
1+12
ist der Zahler bis auf einen Faktor die Ableitung der Funktion unter der Wurzel.

Wir kdnnen daher die Substitutionsregel mit ¢ (t) = 1 + t? anwenden:
1 1

1
t 1 2t 1 t
t== M—_dt== ﬂ:)dt_
1+t2 2 1+1t2 2 $ (1)
v_ _
Eine Stammfunktion von 1/2 - ist - g». Somit erhalten wir
., 1
M ——dt= 1+t2+c.

1+t2

Fur das bestimmte Integral gilt dann
Lol [
V——dt= 1+t2
a 1+t2 a

b. Mit ¢ = logt wird

IrIlog t

t

1
dt = - log“t +c.
> g

C.
1

sint 1
tantdt = dt = —log(cost) +c =log —— +¢

ost cost

Die »nicht so einfache< Anwendung der Substitutionsregel besteht darin, in
einem Integral

f(t) dt

die gegebene Integrationsvariable t so durch eine neue zu ersetzen, dass sich
der Integrand vereinfacht. Die richtige Substitution kann schnell zum Ziel fihren,
die falsche jedoch vollends ins Dickicht. Hier wird das Integrieren teilweise zu
einer Kunst, die Erfahrung und Ubung erfordert.

Man setzt also t = ¢ (x) mit einer — ho [entlich geeigneten - stetig di [Cerkn-
zierbaren Funktion ¢ . GemaR der Substitutionsregel ist dann dt durch ¢ "x) dx
zu ersetzen. Formal ergibt sich dies mit der Leibnizschen Notation, indem man

dt _ dé(x) _
ax - dx =¢'(x)
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105 — Integrationsregeln

schreibt und zu dt = ¢ {x) dx >aufldst«!. SchlieRlich ist noch ein Intervall [a,b]
zu finden, dass von ¢ auf [a, 3] abgebildet wird. Das heif3t, es ist

@ =a  dbO)=p

zu l6sen. Dann gilt wieder

Lg! Loy Ly
3 f(t)dt = o f(t)dt = . f(Pp(s))P(s)ds.

Mit etwas Ubung wird dies zur Routine ... .

a. Im Integral

L
t 1+tdt

schreiben wir 1+t = x2, also t = x2—1. Es ist dann dt = 2xdx, und wir erhalten
e ]
t 1+tdt= (C—1Dx-2xdx=2 (x*—x?)dx.

Dies ist nun elementar I6sbar. Im bestimmten Integral sind die Integrationsgren-
zen n@ﬂtsprechend zu transformieren, die Grenze t =ty geht dabei Uber in
Xo = 1+tg. Man erhalt

Ll s +b
2 [
t 1+tdt=2 y (x*—x®)ds=-—— 3x°-5x3 .
1+a 15

a 1+a

b. Betrachte
L e I
1—t2dt.
-1

Mit der Substitution t = sinx und damit dt = cosxdx wird

L Cdpp 1 Lo n
1—t2dt= 1 —sin®x cosxdx = cos’xdx = —
-1 —n/2 -n/2 2

die Flache des halben Einheitskreises. Analog erhalt man

Ly Lo Lo
dt
N = QL dx = du =T11.
11—t —n2 1-—sin?x —T/2
Oder direkt

=t dt .
v —— = arcsint =TI.
-1 1-—1t2 -1

1 Eine rigorose Begriindung dieser Schreibweise liefert der Formalismus der Di [erenzialformen, sie-
he >Noch mehr Analysis«.

10.21

285



286

10 — Integration

c. Typische Anwendungen der Substitutionsregel sind die Translation und
die Streckung der Integrationsvariablen:

Lyl Lohe
f(t+c)dt = f(x) dx, X=t+c,
[yl Db
fOM)dt=A"1  f(x)dx, x=At,
a Aa
Lyl L

fEMHt" ldt=n"t f(x)dx, x=t".
a an

wobei A =0 und n 11 10

10.6
Uneigentliche Integrale

Das Integral haben wir bisher fur Funktionen definiert, die auf einem kom-
pakten Intervall definiert und dort integrierbar und damit auch beschréankt sind.
Dies reicht auf die Dauer jedoch nicht aus. Wir wollen, wenn mdglich, auch
Funktionen auf unbeschrankten Intervallen sowie unbeschrankte Funktionen
integrieren.

Betrachte dazu eine Funktion

f: [a,b) - R

mit a < b [Cd. Das Intervall ist also entweder rechts unbeschrankt, oder die
Funktion ist moéglicherweise an der rechten Intervallgrenze unbeschrankt.

Definition Essei a <b [C«d, und die Funktion f: [a,b) - R sei Uber jedem
kompakten Teilintervall [a,c] [[4,b) integrierbar. Existiert der Limes

0l e
_f@adt Clim - f()dt,

so heif3t er das uneigentliche Integral von f Uber [a,b], und man sagt, das

uneigentliche Integral konvergiert. Andernfalls divergiert es. — Entsprechen-
des erklart man fur Funktionen f: (a,b] - R mit —o @Ak b. [ 1
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10.6 — Uneigentliche Integrale
Abb 8

Zwei uneigentliche

Integrale
1/t
1 t
logt
J L %:
ra. etdt=Ilim etdt=—lime™ lim(l—-e ") =1
0 r-oo 0 r-oo 0 r-oo
Lyl Lyl
b.

= =1lim = =2lim t 2lim(A -
el ¢ t e[ € e[

€) =2.
—1
==2Ilim t
1 1

r-oo ZJLYQ( r=1)=co.

e e

o

Ein an beiden Integrationsgrenzen uneigentliches Integral wird auf zwei
einseitig unbestimmte Integrale zurtckgefthrt:
Definition Essei co [Cak b [Ced und die Funktion f: (a,b) - R sei Gber jedem

kompakten Teilintervall von (a,b) integrierbar. Existieren fur ein ¢ [(3d,b)

dessen uneigentliche Integrale tiber (a,c] und [c,b), so heil3t
-~ ] )

f(t)ydt CaOf@)dt+ f(t)dt

a a C

das uneigentliche Integral von f Uber (a,b). [

Die Existenz und der Wert dieses Integrals hdngen nicht von der Wahl des
Teilungspunktes ¢ ab, wie man sich leicht Uberlegt.

[—a. Es existieren
LJd
2te ¥ = —e %: 1,
0 0
Q 2
Daraus folgt [tje " dt = 2.

CJ
b. Das uneigentliche Integral 12 dt existiert nicht, obwohl aus Sym-
metriegriinden -

L+ t

_rmdt=0, r >0,

und dasselbe daher auch dessen Limes fur r - oo gilt.
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287



288

19

20

10 — Integration

Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber den Fall, dass die unei-
gentliche Integrationsgrenze rechts liegt. Der andere Fall wird analog behandelt.

Integrale Uber kompakte Teilintervalle spielen fir uneigentliche Integrale
quasi die Rolle von Partialsummen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz Essei a < b [, und die Funktion f: [a,b) - R sei Uber jedem
kompakten Teilintervall integrierbar. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(i) Das uneigentliche Integral ?f(t) dt konvergiert.
(ii) Es gibt eine Stammfunktion F von f, so dass lim¢sf (c) existiert.

(iii) FOr jede Stammfunktion F von f existiert limcF(c). [ 1

i Das uneigentliche Integral existiert per definitionem genau dann, wenn
der Grenzwert

]

li f(t)ydt=1lim F =IlimF(c)—F
iy, Tt =g, I =mf o - F@

fur eine beliebige Stammfunktion F von f existiert. Stammfunktionen von f
unterscheiden sich aber nur durch eine additive Konstante, und diese hat keinen
Einfluss auf die Existenz dieses Grenzwerts. [T

Uneigentliche Integrale verhalten sich in vielerlei Hinsicht wie Reihen, wie
die folgenden Definitionen und Satzen zeigen.

!

Definition und Satz Das Integral f(t) dt heildt absolut konvergent, falls
a

das Absolutintegral |f(t)] dt existiert. Dies ist genau dann der Fall,
a

)

wenn letzteres beschrankt ist. In diesem Fall ist das Integral f(t)dt
a

auch konvergent. [

mmm Die durch
[
F() = [f(s)lds
a

definierte Stammfunktion F des Absolutintegrals ist auf [a,b) monoton steigend.
Ebe konvergiert somit fur t [CHA genau dann, wenn sie beschrankt ist, also
a [T (s)| ds existiert. Aufgrund der Dreiecksungleichung

%If(t) dt %:II?HGN dt

impliziert absolute Konvergenz die einfache Konvergenz. [
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10.6 — Uneigentliche Integrale

I\/Iajorantenkrli_lﬁrium Gilt |f|E?Iauf [a,b) und existiert das uneigentliche
Integral g(t)dt, soist f(t) dt absolut konvergent. [ 1
a a

Nutzliche Majoranten sind zum Beispiel die Funktionen t™® auf (0, ), fur
die Folgendes qgilt.

Satz Es gilt
- dt l:rldt
— <o L[d=>1 und — <o [Cd<l1.
1 ta o t¢

Insbesondere divergieren beide Integrale fur a=1. [

Bemerkung In diesem Satz kann man die Integrationsgrenze 1 natirlich
durch jede andere positive reelle Zahl ersetzen. []

mm Far o = 1 ist

]

1l-0) L1 -

Die rechte Seite konvergiert fir r - oo genau fiur 1 —a <0 und fur r - 0 genau
fir 1 — a > 0. Das ergibt die erste Behauptung. Fiur a =1 ist
I“—'Jdt
— = logt logr,
1t 1
und dies divergiert fir r - oo und fir r - 0. I
Ia. Das uneigentliche Integral
L) sint
1 to
ist absolut konvergent fur a > 1, denn t™% ist eine konvergente Majorante.
b. Das Integral
Ld
sint
—dt
1t
ist ebenfalls konvergent, aber nicht absolut konvergent g.06. 111

dt

= Reihen

Jede Reihe lasst sich als ein uneigentliches Integral schreiben, indem man
eine passende, stickweise konstante Funktion definiert. So ist
e ,

ax = a(t)dt mit a [1 anX[nn+1)-

k=1 1

n=1
Entsprechend kann man viele Reihen durch Integrale majorisieren, was viele

Konvergenzbetrachtungen vereinfacht.
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290 10 — Integration

Abb 9
Zum Integralkriterium
CJ
) dt
1
b ()

n=2

22 Integralkriterium Ist die Funktion ¢: [1, ) - (0,c) monoton fallend und
auf jedem kompakten Teilintervall integrierbar, so gilt

- L
() |i1| ¢(t)dt.
1

n=
Das heif3t, beide Seiten haben dasselbe Konvergenzverhalten. Genauer
gilt

| - —
b (n) |:1| o@)dt 1 o). [

n=2 n=1
il Da ¢ positiv ist, sind

 — Ll
s() T &), S CI(s)ds
k=1

beide monoton steigend. Konvergenz ist also in beiden Fallen gleichbedeutend
mit Beschranktheit. Da ¢ monoton fallt, gilt

¢(k—1) CPI(t) CPi(k), t CIH—1,K],

und deshalb

Od
b (k) lilk_ld)(t)dt Coik—1), kL2

Summieren Uber k =2, .., n ergibt

s(n) — (1) CS{n) Csn—1).

Daraus folgen alle Behauptungen. 1
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10.6 — Uneigentliche Integrale 291

 I—
I_Bs gilt = oo, denn
nrzf1logn
- ]
» tlogt = log(logt) 1= .

Fur jedes € > 0O gilt andererseits

L—“”ldt_ 1%_1
gt o,

- € - £ =
2 tlog elog’t 7~ ¢€log®2

und damit auch
—1q

T+e
nz1og™ " n

Zum selben Ergebnis gelangt man mit dem Verdichtungskriterium gi3. 111

< oo,
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