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11 — Elementare Differenzialgleichungen

[ Die Existenz dieser Losung haben wir gerade gezeigt. Um ihre Eindeutig-
keit zu zeigen, seien ¢ und Y zwei Lésungen desselben Anfangswertproblems.
Dann gilt

= RO
@-vnO=(@-wv= Ifﬂ(dJ—LIJ)(S)dS

= 96 [N(P(s)) —h(w(shlds.

Auf einem beliebigen kompakten Intervall [tp,b] [Tlist g beschrankt, also
[915 b LKL AuBerdem ist h auf J lipschitz mit einer gewissen L-Konstante L.
Fuar to CIIChlgilt also
(|
(b —w)(®)I l:t!) [9()1h(d(s)) —h(W(s))lds
Cd
CKL . (P —w)(s)lds.

Far die stetige Funktion u = |d — | gilt mit M = KL somit

O [Cu(t) CM  u(s)ds, to 1Bl
to
Dann aber muss u flur tg CTl[Cblidentisch verschwinden - siehe Aufgabe 4 —
und somit ist dort ¢ = .
Far ein beliebiges kompaktes Intervall [a,tp] I hrgumentiert man entspre-
chend.

II"Die Lipschitzbedingung ist notwendig. Das Standardbeispiel hierfur ist das
Anfangswertproblem

x=3x¥3,  x(0)=0.
Die Wurzelfunktion x [Lx?(® ist auf ganz R wohldefiniert, aber nicht lipschitz
im Punkt 0. Und tatsachlich existiert neben der konstanten Lésung ¢ = 0 auch
noch die Losung

P () =5
Daraus kann man sogar unendlich viele verschiedene Lésungen zusammensetzen,
und zwar

1

%—aﬁ, t<a Q)
d() = 0 , a [1IIn]
%—bﬁ t>b Q]

fur jede Wahl von a [CQ1[Ch]1 Es gibt also Uberabzahlbar viele Losungen dieses
Anfangswertproblems appa. 11
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11.3 — Separierbare Differenzialgleichungen

Abb 4

Nichteindeutigkeit des
Anfangswertproblems
von Beispiel 2

Die zu den Nullstellen von h gehérenden konstanten Lésungen zerlegen
das Rechteck | < J in horizontale Streifen. Ist h lipschitz, so kdnnen aus Ein-
deutigkeitsgrinden die uibrigen Lésungen von (6) diese Streifen nicht verlassen.
Indem wir J geeignet einschranken, kénnen wir daher im Folgenden annehmen,
dass h auf J nirgends verschwindet.

Angenommen, es existiert eine Losung ¢ in einem solchen Streifen. Da dort

h(p(t)) 0, ist

__9®
SO hewy "
Also gilt dann auch
Cedse @ o MO du ©
to to h(d(s)) $(to) h(u)

Drehen wir diese Argumentation um, indem wir von der letzten Gleichung ausge-
hen, so erhalten wir folgenden Satz.

Satz Die Funktionen g und h seien stetig auf den Intervallen | respektive
J, und h habe keine Nulistelle in J. Dann existiert genau eine lokale
Losung ¢ : lIp - J des Anfangswertproblems

x=g®h(x),  x(to) = Xo,
mit to [CTund Xo [.I] und diese erfillt die Gleichung
G() =H(d()), t L 9)
wobei o
du

G(t) I:t!)g(s)ds, H(X) Iixl0 heu)’
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11 — Elementare Differenzialgleichungen

il Notwendigkeit:  Das haben wir gerade gezeigt: Ist ¢ eine lokale Lésung,
so gilt (7), da h nirgends verschwindet. Integration von to nach t ergibt geman (8)

I;' I%‘(t)
_ R YO, _ du _
G“*'mg“”“‘ mm¢@»ds‘xO mm'4“¢“»

Eindeutigkeit: Da H™= 1/h nirgends verschwindet, ist H streng monoton
und damit umkehrbar. Gleichung (9) ist somit nach ¢ auflésbar, und es ist

d@t) =HTH(G(), t [T (10)

Somit ist ¢, wenn es existiert, auch eindeutig bestimmt.
Existenz: Wir nehmen (10) als Definition von ¢ in einer Umgebung von tg.
Dann ist

P (to) = H™1(G(t0)) = H™*(0) = xo.

Ferner ist ¢ stetig di Cerknzierbar, und Dilerknzieren von G(t) = H(¢ (1))
ergibt

ga)=H?¢a»¢a)=ﬁg§%;

Somit erfullt ¢ die Di Cerknzialgleichung ¢ (t)) = g(t)h(dp(t)). wmmm

Bemerkungen a. Der Satz beschreibt die Losung des Anfangswertpro-
blems nur implizit. Weder die Stammfunktionen G oder H mussen explizit
bestimmbar sein, noch ist Gleichung (9) immer nach ¢ auflésbar.

b. Sind G und H beliebige Stammfunktionen von g und 1/h, so ist

d: I1xJ R, P, x) =G() —HKX)

konstant entlang allen Losungskurven der Di Cerenzialgleichung (6). Denn die
entsprechenden Funktionen des Satzes unterscheiden sich von diesen nur durch
additive Konstanten. Es gilt also

ot p(t)) =c

fur jede Lésung ¢, wobei ¢ durch die Anfangswerte bestimmt wird. Man sagt, ®
ist eine Erhaltungsgrolie oder ein Integral der Di Cerknzialgleichung. [

In der Praxis 16st man separierbare Di Lerknzialgleichungen in etwas salop-
per, aber einpréagsamer Weise wie folgt. Man schreibt

dx
X = — =g(t)h
== =g(h()
und separiert die Variablen zu
dx
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11.3 — Separierbare Differenzialgleichungen

Unbestimmte Integration ergibt
1 1

dx _
@ = g(t)dt.

Gelingt es, diese Integrale zu bestimmen und nach x aufzul6sen, erhalt man eine
allgemeine Losung ¢, die noch von einer Integrationskonstante ¢ abhangt.

["Hrstes Beispiel Die homogene lineare Di Lerknzialgleichung
X = a(t)x

ist separierbar mit g(t) = a(t) und h(x) = x. Die Funktion h hat eine Nulistelle
bei 0, und da h lipschitz ist, ist die Nullldsung auch die einzige, die den Wert O
annehmen kann. Nun sei x # 0. Dann ist
1 1
G(t)= g(s)ds = a(s)ds=A()
eine Stammfunktion von a, und
1 (I
Heo= 9% = X jogix+c
T oheo . x99 '
Aufldsen der Gleichung H(x) = G(t) ergibt zunachst 2

[x(t)] = eAD7C = A ¢ [RI

Den Fall positiver, negativer und verschwindender Lésungen kann man dann
zusammenfassen zu

x(t)=eWc,  c[R 1
[ Aweites Beispiel Betrachte

. t
X=—, 0<t,X<oo.
X

Rechnen wir informell, so ist also xdx = tdt,

[ Ll

1 1
sds==-(t>—t0) = udu=Z(*—x3).
2 o 2

T

Damit wird x? =t —t3 + x3, oder
-
x(t) = t2+x3—t2.

Der Definitionsbereich dieser Losung héangt von den Anfangswerten ab. FUr
Xo [Tglist er (0, ). FuUr to > Xp verlangen wir dagegen
—

t> t2—-x3>0. 11

2 Wir schreiben jetzt eine Lésung der Einfachheit halber als x(t) statt ¢(t).
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310 11 — Elementare Differenzialgleichungen

Abb 5

Ldésungen zu x = t/x

I rittes Beispiel Betrachte
X = e¥sint.

Das Richtungsfeld ist periodisch in t mit Periode 21 und symmetrisch zur
X-Achse, denn fir die rechte Seite gilt f(t,x + 21) = f(t,x) = —f(—t,x). Ist also
¢ (t) eine L6sung, so sind es auch

ot +2m), (D),

wie man leicht nachrechnet. — Da e* keine Nullstellen besitzt, konnen wir direkt

zur Separation der Variablen tGbergehen und erhalten
] 1

dx .
— = sintdt.
eX
Also ist e7* =cost +c, oder
X(t) = —log(cost +c)

mit der Nebenbedingung, dass cost +c > 0.
Aufgrund von Satzes 3 sind dies alle Losungen der Gleichung. Es ist auch
jedes Anfangswertproblem x(0) = xo l6sbar mit

x(t) = —log(cost + e —1).

Diese L6sung existiert fur xo < —log2 fur alle t, und fur xo = —log2 auf
(—T1t,11) mit x(t) - oo fUr t - =+71. Flr groRer werdendes xp wird dieses
Intervall immer kleiner und konvergiert fur Xo — oo gegen 0. 11l
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114 — Homogene Differenzialgleichungen

Abb 6 Losungen zu X = e*sint

11.4
Homogene Di LCerknzialgleichungen
Eine Di Cerknzialgleichung der Form
% = h(x/t)

heilRt homogene Di [erknzialgleichung 2 — homogen, weil die rechte Seite invariant
ist unter Skalierung beider Koordinaten mit demselben Faktor. Fur die Funktion
f mit f(t,x) = h(x/t) gilt also

fOM,AX) = f(t,X), A>0.

Umgekehrt definiert jede Funktion f mit dieser Eigenschaft eine Funktion von
x/t, denn dann gilt

f(t,x) = f (1, x/t) Ch{x/t), t>0.

Bemerkung Allgemeiner heil3t eine auf einem Vektorraum definierte Funk-
tion f homogen vom Grad a, falls

f(A) = A%f(u), A>0. [

So ist x*y" 7K fiir jedes 0 [kl nlhomogen vom Grad n. Die rechte Seite einer
homogenen Di Lerknzialgleichung ist also homogen vom Grad 0.

Eine homogene Di Cerknzialgleichung kann auf eine Di Cerenzialgleichung
mit getrennten Variablen zurtckgefuhrt werden.

8 Nicht zu verwechseln mit der homogenen linearen Di [erknzialgleichung.
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312 11 — Elementare Differenzialgleichungen

Satz  Sei h stetig auf einem Intervall | und xo/tg [CT1Dannist ¢: lp - R
eine lokale Lésung des Anfangswertproblems

X = h(x/t), X(to) = Xo, (12)
genau dann, wenn

w0~ R wo =20
eine lokale Lésung des Anfangswertproblems

2= MEE o) =2 (12

darstellt. [

1 Dann sind zwei einfache Rechnungen. Ist ¢ Ldésung von (11), so gilt

g = %:Lg_g—h%?_ﬁzh(w)_w
t t t t2 t

t 12
sowie Y(tp) = Pp(to)/to = Xo/tp. Also ist P LAsung von (12). Ist umgekehrt
eine solche Lésung und definieren wir ¢ durch ¢(t) = ty(t), so gilt

¢ =(Y) =y +th =g+ (W) —w) =h) =h($/t)
sowie ¢ (tp) = toW(tp) = Xp. Also ist ¢ Ldsung von (11). D
In der praktischen Rechnung substituiert man in der Di Cerknzialgleichung
z = x/t,

was ja auch nahe liegt, denn schliellich ist die rechte Seite eine Funktion dieser
Variablen. Aus x =tz folgt dann x = z + tz und damit

z+tz =Xx=h(z),
und das ist die DiLerknzialgleichung (12). Der Satz sagt also aus, dass diese

Rechnung korrekt ist.

II_Hrstes Beispiel  Die Di Lerknzialgleichung
K=1+>+ — t#0,
t t2
geht durch die Substitution z = x/t Uber in
. 1+272
Z=
t
Separation der Variablen ergibt
1 ]
dz _ dt
t

1+272

, t=0.

arctanz = =log]|t| +c.
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11.4 — Homogene Differenzialgleichungen

Abb 7 Konfokale Parabeln

Dies ergibt z = tan(log |t] + c), und durch Rucksubstitution die allgemeine
Losung der urspriinglichen Di Lerknzialgleichung,

¢(t) =ttan(log|t] +c). 1

Homogene Di Lerknzialgleichungen sind gelegentlich nicht sofort als solche
zu erkennen. Hier hilft der Test, ob die rechte Seite invariant ist unter gleichzeiti-
ger Skalierung von x und t.

I_Hweites Beispiel  Die Di Lerknzialgleichung

. X+ tZ2+x2
X= —, t>0,
t
ist ebenfalls homogen, denn fur die rechte Seite gilt f(Ax, At) = f(x,t) fur A > 0.
Fur z = x/t erhalten wir

v
A A tz + t2+t222 —1
z+tz=x=%=z+ 1+ 22,
oder
1
tz= 1+2z2 t>0.

Dies I6st man nun wieder mit Separation der Variablen. Aus

A e Y s e L
log z+ 1+2z2 = ——— = — =logt+c
1+2z2 t
folgt
1
z+ 1+ 2z2=pt, p=e=>0.
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14 11 — Elementare Differenzialgleichungen

v
Quadrieren von z—pt = 1 + z2 fihrt schlieRlich zu 2ptz = p?t2—1 und damit
zur L6sung

p2t2 —1
2p
Diese l6sen die Di Lerknzialgleichung fur t > 0, aber man verifiziert leicht, dass
sie tatsachlich die Gleichung fur alle t erfullen.
Die Losungen beschreiben eine Familie von zur x-Achse symmetrischen Pa-
rabeln mit Tiefpunkt bei —1/2p, Nullstellen bei —1/p und 1/p und Brennpunkt
im Koordinatenursprung. Es handelt sich um eine Familie konfokaler Parabeln. 111

e = » p=>0
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