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Definition Eine Kurve y: | - E heif3t di Cerenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
von | diCerknzierbar ist. In diesem Fall heil3t

vy: I -E, t )
die Ableitung von y. Ist y stetig, so heilt y stetig di [erknzierbar oder C1. [

Die Ableitung einer C1-Kurve ist somit wieder eine Kurve. Induktiv kénnen
wir daher wie bei den reellwertigen Funktionen die Klassen

C'(1,E), O s,

aller r-mal stetig di [erknzierbaren Kurven | — E definieren. Dabei steht C°(l,E)
far C(1,E). — Wir notieren die beiden wichtigsten Rechenregeln.

Satz Seien y,n CCI(l,E) und a,B Rl Dann ist auch ay +pn CCI(l,E),
und es gilt

(ay +Bn)" = ay +Bn.
Ist auRerdem ¢ : J - | eine C'-Abbildung, so ist y ¢ [CI(J,E) und
Vo) =(Y-P)b. [

Die Beweise verlaufen wie bei den di Cerknzierbaren Funktionen g; und sind
als Ubung tiberlassen. Beide Aussagen sind ohnehin Spezialfille allgemeinerer
Satze, die im nachsten Kapitel bewiesen werden.

= Kurven im R™M

Im R™ werden Kurven durch m Komponentenfunktionen beschrieben, die
wir aus Platzgriinden meist als Zeilenvektor

y = (Y1l ,Vm)

darstellen 3. Die Kurve vy ist stetig genau dann, wenn jede Komponente vy; stetig
ist 5.3 . Betrachten wir Di Lerenzenquotienten, so gilt Entsprechendes auch fir
die Di Lerknzierbarkeit 1 .

Satz Eine Kurve y: | - R™ ist im Punkt a I dilerknzierbar genau dann,
wenn jede Komponentenfunktion in a di Cerenzierbar ist. Es gilt dann

Y@ = (Y1(3), .. Ym()).

Sie ist C" fur 1 [rl1led genau dann, wenn jede Komponente C" ist. [ 1

3 Ab dem nachsten Kapitel hat der Urbildraum standardmaRig die Dimension n und der Zielraum
die Dimension m. Daher schreiben wir auch hier m.
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I"a. Die Standardparametrisierung des Einheitskreises,
v : [0,21t] - R?, y(t) = (cost,sint),
ist eine C*-Kurve mit Ableitung und Geschwindigkeit
y(t) = (—sint,cost), DAt) L= 1.
b. Die Ubliche Parametrisierung des Graphen einer C"-Funktion f: I - R,
yi =R,y =(tf@1),

ist C" und hat Ableitung und Geschwindigkeit
—

y) =, f¢), DAHGE 1+ FfY2(t)>0. w1

= Der Hauptsatz

Die Ableitung einer stetig di Cerenzierbaren Kurve ist wieder eine Kurve. Wie
bei den reellen Funktionen kénnen wir daher die Frage stellen, ob umgekehrt jede
Kurve die Ableitung einer anderen Kurve ist. In der Tat gilt der Hauptsatz der
Di [erknzial- und Integralrechnung 10.16 auch hier, wir missen nur das Integral
im R™ beziehungsweise dem Banachraum E bilden.

Das Integral einer Treppenfunktion ist nichts anderes als eine Linearkombi-
nation seiner Funktionswerte. Es lasst sich daher ebenso gut definieren, wenn
diese Werte Vektoren, Matrizen oder Elemente irgendeines Banachraums E sind.

Definition Eine Funktion ¢: | - E heil3t E-wertige Treppenfunktion, wenn es
eine Zerlegung (to, .., ty) des Intervalls | und Elemente wy, .., w, in E gibt,
so dass

q)l(tk—lvtk) = W, k = l,..,n.

Das Integral einer solchen Treppenfunktion ist

U |
Ji(d) I wi(ty — tk—1).
k=1

Dieses hangt nicht von der Darstellung von ¢ ab. [ 1

Jede stetige Kurve y: | -~ E mit einem kompakten Intervall | ist der gleich-
mafige Limes solcher Treppenfunktionen. Dessen Integral kdnnen wir also wie
zuvor definieren durch

1

Y =i y) = 1imJi(@n),

wenn ¢, [y1 Dieses ist wieder linear, normiert und lipschitz. Auch alle an-
deren Eigenschaften des Integrals bleiben erhalten, wie zum Beispiel die Drei-
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13.2 — Differenzierbare Kurven

ecksungleichung [IJ(y) [E1 CII(Yg) und das Riemannsche Lemma. Nur die
Monotonieeigenschaft entféallt, da es in hoheren Dimensionen keine nattrliche
Anordnung gibt.

Fir Kurven im R™ ist dieses Integral allerdings keine grof3e Sache, und auf
solche Kurven werden wir uns im Folgenden konzentrieren.

Notiz Das Integral einer stetigen Kurve y [ CKI,R™) mit Komponenten
Y1, ..,Ym ist komponentenweise erklart:

Jiy) = @ilya), - diym)). L]
I—RUr y: R -~ RS mit y(t) = (2t, 3t?, 4t3) ist

O(t) = (2s,3s%,45%)ds = (t2,t3,t%). 1
0
Nun der angekindite

Stammfunktionensatz Sei y CCII,R™) und ¢ [T beliebig. Dann definiert

O
e(t) Cy

eine Stammfunktion ® [CQ(1,R™) zu y. Das heilt, es gilt d = vy
auf |I. [

o Jede stetige Kurve y: 1 - R™ ist integrierbar. Die Abbildung ¢ ist
daher fur jedes t [T definiert. Aus der Additivitat des Integrals folgt
L Ledn ':1'l1lh

et+rh= y+ y=em+ o v h

Der Ausdruck in eckigen Klammern besitzt aufgrund des Riemannschen Lem-
mas 1015 fir h - 0 den Grenzwert y(t). Somit ist ® im Punkt t di CLerknzierbar,
und es ist ®(t) = y(t) . Da dies in jedem Punkt t CIIgilt, ist ® eine Stamm-
funktion von y. [

Damit gilt auch der Hauptsatz der Di Lerenzial- und Integralrechnung 10.16
ebenso fir Kurven.

Hauptsatz Sei y CCII,R™). Fur jede Stammfunktion I von y und jedes
Intervall [a,b] CIgilt dann

)
a\/=r%:r(b)—r(a)-

Fiir jede C1-Kurve y gilt insbesondere

O
. y=y®)-y@. [
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mmm Der Beweis verlauft wie im klassischen eindimensionalen Fall 10,16 . Die
Funktion ® des Stammfunktionensatzes 4 ist eine Stammfunktion von y. Jede
andere Stammfunktion ' von y unterscheidet sich von ihr nur durch eine
additive Konstante ,, . Also gilt

[ S o R
r(b) —T(a) =o(b) —v(a) = YT Y= LY

c a

Ist insbesondere y eine C1-Kurve, so ist y Stammfunktion von y. Damit folgt
die zweite ldentitat.

Als erste Konsequenz bemerken wir, dass der Schrankensatz », auch fur
Cl-Kurven gilt.

Schrankensatz Ist y CCH(I,R™), so gilt fur alle u,v [Idie Ungleichung
[¥Lv) = v (u) [EIE — u] max DA) e

Insbesondere ist jede C1-Kurve y auf einem kompakten Intervall | lip-
schitz mit Konstante L = max; o iy{t) (el co. [ ]

i Ist y CCH(I, R™), so gilt fir beliebige u < v in | aufgrund des Haupt-
satzes 5 und der Dreiecksungleichung fur Integrale

|
VIV) — y () (= %ﬂv %:ﬁ;@ YL (et
=) e o e

= (v —u) max [V(t) [c]

Wegen der Stetigkeit von t [DM{t) [clist das Maximum endlich. Der allgemeine
Fall u,v [CIJfolgt hieraus, ebenso die Lipschitzstetigkeit von y. [

Bemerkung Den Schrankensatz fur C1-Funktionen hatten wir mithilfe des
Zwischenwertsatzes bewiesen g, . Dieser gilt fur Kurven im R™ mit m [Zljedoch
nicht mehr a.5. Mithilfe einer Integraldarstellung von y(b) —y(a) gelangen wir
aber zu demselben Ergebnis. Ein weiteres Beispiel fur diese Art der Argumentation
ist die Hadamardsche Ungleichung ,,. [
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13.3
Rektifizierbare Kurven

Die Lange einer Kurve wird Uber einen Approximationsprozess erklart. Die
Lange eines Polygonzugs ist sinnvollerweise definiert als die Summe der Lédngen
der Polygonabschnitte, gemessen in der Norm des Banachraums. Eine beliebige
Kurve y kdénnen wir immer durch einbeschriebene Polygonziige approximieren.
Jede Verfeinerung eines solchen Polygonzugs wird aufgrund der Dreiecksun-
gleichung dessen Lange vergrof3ern oder unveradndert lassen, aber keinesfalls
verringern. Dies erlaubt es, die Ldnge von y als das Supremum der Langen aller
einbeschriebene Polygonzige zu definieren. Es ist also nicht erforderlich, den
Approximationsprozess naher zu spezifizieren.

Nun die Formalitaten. Sei | = [a,b] ein nichtleeres kompaktes Intervall, sei
y CCII,E) eineKurvein E,und T = (to,..,ty) mita=ty <t; <.. <ty =b eine
Teilung von |. Dann ist

| U |
Zr(y) O A — vy (tk—1) L]
k=1

die L&nge des Polygonzuges mit den Eckpunkten y(to), .., Y (tn), der der Kurve
y einbeschrieben ist appg .

Definition Die Lange einer Kurve y [CII,E) ist definiert als
Liy) Iﬁgp Z1(Y).

wobei sich das Supremum Uber alle Teilungen T von | erstreckt. Die Kurve y
heilt rektifizierbar, falls L;(y) <oo. [

Bemerkung Wir erhalten damit eine Funktion

L;: C(I,E) - [0,00], vy LCLAy).

Diese ist allerdings nicht stetig beztiglich der Supremumsnorm auf C(l,E). So
konvergieren die sukzessive feiner werdenden Sagezahnkurven y, in Abbil-
dung 11 gleichmaRig gegen y —aber fiur ihre Langen gilt 5.15

1
Liyn) =L(yo) = 2:-L(ypa L[

Abb 9

Kurve und
einbeschriebener y (to)
Polygonzug v (t1) vt
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348 13 — Kurven und Wege

Abb 10 v(tS

Verfeinerung eines

Polygonzugs N Y ()

Zu den rektifizierbaren Kurven gehdren die lipschitzstetigen Kurven.

v(tee1)

Satz Ist die Kurve y [CXI,E) M-lipschitz, so ist sie rektifizierbar, und es
gilt

LiCy) CMI].
Insbesondere ist jede C1-Kurve rektifizierbar. [ 1

i Fur jede Teilung T = (to, .., ty) von | gilt aufgrund der Lipschitzeigen-
schaft

U |
Zr(y) = Vtk) — Y (tk—1) L]

k=1
| U | 1
CIM[k—t—1]|=M (k—t-1) =M]|I].
k=1 k=1

Da die rechte Seite nicht von T abhéngt, folgt L,(y) =sup =r(y) CM|I| .C?!-
T
Kurven sind rektifizierbar, da sie aufgrund des Schrankensatzes g lipschitzstetig

sind. [

Wie bestimmt man aber die Lange einer Kurve? Um diese Frage zu beantwor-
ten, zeigen wir zunachst die Additivitat der Langenfunktion: Zerlegt man eine
Kurve in zwei Abschnitte, so ist die Gesamtlange der Kurve gleich der Summe
der Langen der beiden Kurvenabschnitte — wie es auch sein sollte.

7 Lemma Sei y CCII,E) mit | =[a,b]. Fur jedes ¢ [CIilt dann

Lia,b1(Y) = Liaci(Y) + Leop(y). L[

Abb 11

Sagezahnkurven
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i Sei ¢ [CIund 17 = [a,c] sowie I, = [c,b]. Zu zeigen ist, dass
Ly =Ly, + Ly,

wobei wir das Argument y der Kiurze halber weglassen.
Ist T = (to, .., tn) eine beliebige Teilung von |, so seien T, =T [{d} und

Tk =Te n g, k=1,2,

die zugehorigen Teilungen von 11 und I». Aufgrund der Dreiecksungleichung
und der Definition von L,;, und L,, ist dann

2T EZ"C = le +ZT2 E':;Il +L|2.

Da dies fur jede Teilung T von | gilt, folgt auch L, = supy 1t L4, +1L,,.
Um die umgekehrte Ungleichung zu erhalten, sei zuerst L, + L, < oo und
€ > 0. Dann existieren Teilungen T; von I; und T, von I,, so dass

>r, [ —e/2, k=1,2.
Fur die Teilung T =T, T4 von | folgt hieraus
>T :ZT1+ZT2 EEI1+L|2—8.

Also ist auch L, [CO) +L,, —€. Da dies fur jedes € > 0 gilt, folgt L, Ll +Ly,.
Dies gilt aber auch, wenn einer der Terme rechts unbeschréankt ist, da dann auch
Li unbeschrankt ist. Zusammen mit L, [T +L,, ergibt dies die Behauptung. (11

Der vorangehende Satz gilt fur alle stetigen Kurven. Von nun an beschréanken
wir uns jedoch auf C'-Kurven.

Lemma Sei y CCH(I,E) mit | = [a,b]. Dann ist die Langenfunktion
AR, A =Lan(y)
stetig di [erknzierbar, und es gilt A%t) = OZ(t) [fiir alle t 11 [
[ Far je zwei Punkte u <v in | gilts
CA
V) —y(W) [eF %l\'/ %lzul el

Fur ein beliebiges abgeschlossenes Intervall J [Tlund eine beliebige Teilung
T = (to, .., tn) von J gilt daher auch
[

— [
>r(y) = OAt) — vy (tk-1) (1 VI , V2 P

k=1 k=1 -1

Nehmen wir das Supremum uber alle Teilungen von J, so folgt
—l

LaCy) |:J| Oy{(s) [ets.
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13 — Kurven und Wege

Dies gilt also fur jedes abgeschlossene Intervall J [T
Sei nun t [Jd,b) und h > 0 so klein, dass t + h [l Dann gilt also

Ledn
LAt + h) — y () eI CL e+ (V) |it| Vel

aufgrund der letzten Abschatzung. Hierbei ist 7

Lit.t+h1(Y) = Lrat+n1(Y) — Latp(y) = A(t + h) — A(1).

Einsetzen und dividieren durch h > 0 ergibt die Ungleichung
Ledn
t+h)—y(t)§ t+h) —A(t)
£ 2 S ==

Da y stetig di Lerknzierbar ist, konvergieren die duReren Terme fur h [COlgegen
[y{t) [c1 Also konvergiert auch der mittlere Term, und es gilt

lim A(t +h) —A(t) _
hod h

LyAt) [

Ein analoges Argument fur t [(d,b] und h <0 liefert dasselbe Ergebnis. Also
ist A in jedem Punkt t di [erknzierbar, und es gilt A¥t) = G(t) [] o

Satz Fur y CCH(I,E) gilt
[
Liy) = IITA(t)l{_—Ut-

Insbesondere ist die euklidische Lange einer Kurve y CCH(I,R™)

(- [
L) = HOLHE=  ViO+. +Va®dt. [
i Sei 1 = [a,b]. Mit den Bezeichnungen des letzten Lemmas und dem

Hauptsatz 1014 ist dann
G 1
Li(y) =A) =A() —A(@) = . Ao dt = | Oy(t) (e dt.

Die Lange einer C1-Kurve ist also das Integral tiber ihre Geschwindigkeit. Ist
die Geschwindigkeit konstant, so ist die LAnge gerade das Produkt aus Geschwin-
digkeit und verstrichener Zeit — wie es auch sein sollte.
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