Gegeben ist das Anfangswertproblem
x=|x|%, x(0)=0,
mit o 0] Welche Existenz- und Eindeutigkeitssétze lassen sich anwenden?
Wann sind Lésungen nicht eindeutig?
Man bestimme die ersten beiden nicht-trivialen Picard-Lindel6f Iterationen zu
den Anfangswertproblemen
x=1+tx?, x(0)=0
und
X = (%% — x1%3,5 —x2 +t) 5 x(0) = 0.
Die Funktion k: [0,1] x [0,1] - R sei stetig. Ist

(I
y CSup  |k(x,y)ldy <1,
x[Joi1] O

so hat die Gleichung

|
OO — o kO, y)f(y)dy =g(x),  x [J0,1],

fur jedes g CCI[0,1]) genau eine Losung f [CI[0,1]), und es gilt
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Gegeben ist das Anfangswertproblem
x=|x|%, x(0)=0,

mit o 0] Welche Existenz- und Eindeutigkeitssétze lassen sich anwenden?
Wann sind Ldsungen nicht eindeutig?

a. Fur 0 [Cal< 1 ist der Existenzsatz von Peano anwendbar, aber nicht der
Ee-Satz, da [x|® im Punkt O nicht lipschitz ist. Neben der Lésung x = 0 gibt
es noch die Lésung

1

— A —
x(t) = sgn(t)(t/N)?, A= 1«

sowie unendliche weitere L6sungen, die sich aus diesen beiden Lésungen so

wie in der Vorlesung zusammensetzen lassen.

b. Fur a COist |x|® lipschitz und damit der Ee-Satz anwendbar. Die triviale

Losung x = 0 ist auch die einzig mogliche.

Man bestimme die ersten beiden nicht-trivialen Picard-Lindel6f Iterationen zu
den Anfangswertproblemen

X =1+ tx?, x(0) =0
und

x = (t%x2 —x1%3,x3 —x2 +t) 5 x(0) =0.

a. Das Vektorfeld ist eindimensional und zeitabhéangig:
v(t,x) = 1+tx3, x [R]

der zu iterierende Operator damit

e e
TOO= Ve dE)ds= (L+sb>(s)ds.

Mit ¢o = Xo = 0 erhélt man

v e

$1()= (@+s-0°)ds= ds=t
0 0

und

L o
d2(t)= (A+s-s?)ds=t+—.
0 4



b. Das Vektorfeld ist zweidimensional und zeitabhéangig:
1
I%Iy — xy?

v(t,x,y) = 3 —y +t

Mit Xp =0 und yg = 0 erhalt man
| I | | 1 [
q>—|;lv(500)ds—|;IO ds = 0
e 0 T T o s To2/2
und im zweiten Schritt — — —
bs = I:Jv(s 0,52/2)ds = s gs= L 3
2T T 0 —s2/2+s T30 15t2 —5t3

Die Funktion k: [0,1] %< [0,1] - R sei stetig. Ist

(I
y E38up  |k(x,y)ldy <1,
x[Joi1] O

so hat die Gleichung

(|
OO0 — . kO, y)f(y)dy =g(x),  x []0,1],
far jedes g CCI[0,1]) genau eine Lésung f CCI[0,1]), und es gilt
1
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Die Gleichung ist dquivalent zu

!
fOO =g + o k(x,y)f(y)dy, x []0Q,1].

Wir suchen also einen Fixpunkt des Operators

)
Tf Cgh . k(-,y)f(y)dy

im Banachraum E = C([0,1]).
Wie man sich leicht Uiberzeugt, gilt

T: E-E,

Ferner gilt:

0 0
(TU=TVE) = _kGuy)u)dy = K yV()dy

= k(x, y)(u(y) —v(y))dy,

also fur jedes x []Q,1]

[(Tu=Tv)C)| T [k, )] u(y) —v(y)ldy
° Ol
[Tl v [ o |k(x,y)| dy
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Also gilt auch
U —TvILJ= sup [(Tu—Tv)(X)| AUl v Ll
x [[011]
Istalso y <1, soist T eine Kontraktion auf ganz E, und Gleichung () besitzt
eine eindeutige Losung f.
Die Abschatzung fur diese Lésung f ergibt sich aus

FI.)= [TF [
[CITF — TOLJ+ [ID L]
LY T+ [T



