Sei f: [0,00) - R monoton fallend mit lim;_. f(t) = 0. Dann existiert

J
f(t)sintdt.
0

Far a,b >0 gilt
L cosat — cos bt b
————dt =log —.
0 t a

Far alle m,n [Nl zeige man

)
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t™log"t =-D)"—.
. og tdt =(—1) (m + 1)+
Hieraus folgt
I:.‘l I E I] n+1
ttdt = 721
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Sei f: [—1,1] - R eine im Punkt O stetige Regelfunktion. Dann gilt
h = f(t)

lim—
homt —1 t2+ h2

dt = f(0).

Fur f CCIJ0,0)) mit lim; e F(t) =1 gilt
CJ

lime e ®f(t)dt=1.
e 1 0



1

Sei f: [0,00) - R monoton fallend mit lim;_. f(t) = 0. Dann existiert

J
f(t)sintdt.
0

Die Folge

Tk
an = f(t)sintdt, n T}
(n—1)Tt

ist alternierend und konvergiert betragsméafiig monoton gegen 0. Aufgrund
des Leibnizkriteriums existiert daher

Lk —1 £ 1
r!im f(t)sintdt =r!im ax = ak =Ss.
— 00 O — 00

Da aulerdem

Coer =
sup |f(t) sint]dt Cf(ntt) sintdt - O, n - oo,
O [l nTt (0]
gilt auch
A

lim f(t)sintdt=s.
r—-oo g

Fir a,b >0 gilt

e cosat — cosbt b
——Fdt=log —.
0 t a
Das uneigentliche Integral bei Unendlich existiert aufgrund
des Ergebnisses der vorangehenden Aufgabe, mit f(t) = 1/t. Bei O ist der
Integrand stetig — I’'Hospital —, so dass dort kein uneigentliches Integral
vorliegt.

Dagegen existiert das Integral Giber t™1cosat und t~1cosbt bei 0
nicht. FUr die Auswertung betrachten wir deshalb

- cosat — cosbt - cosat = cos bt
—dt = dt — dt.
€ t € t £ t
Nach Substitution in den beiden Einzelintegralen wird
tJ cosat — cosbt = cost e cost Ced cost
—dt = —dt — —dt = — dt.
€ t ea t eb €a
Fiar |t] COist |1 —cost| CTA. Daher gilt
Lol cost Ced b

. . 1
lim dt =Ilim —dt =log —.
€0 ga t €-0 ga t a



3 Fir alle m,n [Nl zeige man

= n!

m n —_ n
ot log tdt = (—1) (m+ D)+t
Hieraus folgt
e TED™

thidt = -
0 n Tl

Mit partieller Integration erhélt man

L4 1 n
tMlog"tdt = ——t™*1og"t tMlog" 1t dt
0 m+1 o Mm+1 o

=- tMlog" " tdt.
m+1 9
Die Randterme fallen weg, da mit I’'Hospital
limtlog't - O, r > 0.
t ol
Also folgt induktiv
Ig"‘l "td T — Ig’“d "
tMlog"tdt = (-1)"——— tTdt=(-1)"— .
0 g D (m+1)" o o (m+ 1)n+1
Insbesondere gilt
=l IQt“ log"tdt = 1"
n!' o (n+1)n+1’
Nun ist
tt = gtlogt — tHog" t_
n [0 n!

Da die Exponenzialreihe auf kompakten Mengen gleichméaRig konvergiert,
durfen wir Summation und Integration vertauschen und erhalten

I_—r|ttdt _ = Igt” log" tdt = S M ) il
0 nead! 0 s WO LSS L
4 Sei f: [-1,1] - R eine im Punkt O stetige Regelfunktion. Dann gilt
]
h f(t
lim— ®) dt = f(0).

homt -1 t2 + h2

Es ist
IR R L 1
lim— ——dt =lim — = lim — arctant =1.
homt -1 h2 +t2 hOWMT —1/h 1 +S2  roeo T =
Also gilt
h = f(0)

f =lim—
© h'rtrc]zn'r _1t2+h2dt’



und es genigt zu zeigen, dass

=1 h
lim ———(f(t) = f(0))dt = 0. ()

hot —1 h2 +1t2
Sei € > 0. Dann existiert ein & > 0, so dass |f(t) —f(0)| < € fur
|t] < &. Damit erhalten wir fur das >Mittelstiick< des Integrals die Abschéatzung
LI Ly
shZ+t? |f(t) —f(O)|dt =]

und zwar fur alle h > 0. Fur die anderen zwei — zueinander symmetrischen -
Teile des Integals bendtigen wir nur noch M = sup_; grf(t) — f(0)| < 0.

e dt = ¢,

Dann gilt
= h
s m”(t)_f(oﬂdt
———dt=M - ds <g
s h2+t2 5/m 1+12

fur alle h hinreichend klein. Dasselbe gilt fur das Integral uber [—1,—58].
Also gilt (1).

Fur f LT[0, 0)) mit lim; e F(t) = 1 gilt
J

lime e ®'f(t)dt=1.
e 1 0

Fir die Funktionen ¢ mit ¢¢(t) = ce™®t gilt ¢p. [O])
L L
P(t)= e tdt=1,
0 0

sowie fur jedes r >0

o o
lim de () dt =Ilim e tdt=0.
€-0 0 €-0 0

Damit erhalten wir

J

Gfdt—1= Pefdt—  edt
0 0
=  P(f—-1)dt

LJ
=  ¢(f—1)dt+  e(f—1)dt.
0 r

Das Integral rechts wird klein fir alle € > 0, wenn wir r hinreichend gro3, da
ja f(t) - 1 fur t - oo. Anschlieend wird das linke Integral klein gemacht,
indem ¢ klein gewéahlt wird. Beides zusammen ergibt

J
CI)gfdt—l—»O, 8—>O.
0



