Betrachte, fir a = 0 und b > 0, die Kurve
vy [0,b] - R? y(t) = e“(cost,sint).

a. Zeigen sie, dass y rektifizierbar ist.
b. Berechen sie die Bogenlange Loy -
c. Far welche a existiert limp_ e Liob1y ?

I losung a. Y ist stetig di Cerknzierbar und damit auch rektifizierbar.
b. Esist

y(t) = ae®(cost,sint) + e®(—sint, cost).

Da die beiden Summanden senkrecht aufeinander stehen, erhalten wir mit
Pythagoras

Ez(t) Ii': C‘ZeZGt + eZGt — (0(2 + 1)eZO(t

und damit
)
Liobly = . OyA(t) Cdit
1 & +1/02(e®? —1), a=0,

= o2+1 eMdt=
0 '%' a=0.

c. Der Limes fur b - o existiert damit genau dann, wenn o < 0. 11l

Man zeige, dass die Abbildungen

1 1

. 2 _ 1+x . B2 W2 42

f:R-R, )=~ , . g:R =R ge)=x"+y
total di Lerknzierbar sind.
[hosung  Far f gilt

1 101 1 11 11
f(a+h) = l+a+h  1+a +h 1 +h2
T (@+h? a2 2a 1

|:1||:
@+a _ +o(h)

Somit ist
1 1 1 1

1
Df(a)h = h . Df(a) =
@) 2a @
Fir g gilt, mit a = (a1,a2) =dnd h = (hy,hy) 5!
g(a+h) = (ar + h1)? + (az + hy)?

= a? + a3 +2a;h; + 2axh, +h? + h3

=g(a) + 2(arhs + axhy) + o(h).



Somit ist
Dg(a)h = 2(a1h; + axhy) = 2a'™’
und

Dg(a) =2a"~"

Die Funktion
1
. B2 2 2y i
f: R° - R, f(X,y)m +y)SInm
ist in (0,0) diLCerknzierbar, aber nicht partiell stetig di Cerknzierbar.
Schreibe z = (x,y). Dann ist |z|?> = x2 +y?2 und
f(2) =f(z,y) = |z|*sin|z| > = O(Iz|*).

Daraus folgt sofort, dass f bei z = 0 di Lerknzierbar ist, mit Df(0) = 0.
Insbesondere existieren damit auch die partiellen Ableitungen bei Null und
sind Null.

Fur die partielle Ableitung nach x auflerhalb des Nullpunkts erhélt
man

. - > —2 X
fy = 2xsin|z| 7 + |z|*cos |z| 7 - —5 =
1zI° 1z]

. - 2X -
= 2xsin|z| % - Wcoslzl 2,
z

Wahle nun eine Folge von Punkten zx mit

1
2
x| = —,
12kl ey y
zum Beispiel mit xx = yx = —1/ 41tk. Fur diese Folge verschwindet der
Sinus-Term, der Cosinus-Term ist Eins, und wir erhalten
2x 1
fiu(z) = =5 = 4Tk - 0, K - oo,
[zk|

Also ist fx im Nullpunkt nicht stetig.



4 Man bestimme die Jacobimatrizen der Abbildungen

f : (0100) x (0100) - Rzl f(X,y) = (va-\/ily)lzl

g: R®\{0} - R, g(x,y) = log(x® +y?)
sowie
h=g-°f.

I losung  Far Jf erhalten wir die 2 x 2-Matrix

b, (x Yy dy(xy) =y —
AT ad AASIN Ell ; H
ox( x7y) oy( x/y) -

2y X y
und fir Jg die 1 x 2-Matrix
i S
X2 +y2 xX2+y
Damit wird

Jh=J(g-f)={Qg-f)Jf).
Far Jg - f erhalten wir
- 2X 2y

X2 + y2 XZ + y2 (ny\/;/y)
S S VP YA S P
T X2y2 + x/y? y y = X2y 4 + X y© ey
Also wird
1
y
JhZ% 2xy3 2y x%
X2y4 + X
2y b% y2
1 Cl 4 2y,3 -
—m 2Xy +1 2Xy _2X/y

1
_ Ij2|xy4 +1 2xy*—2
xX2y4 +x  xyS+y




5

Sei f: R" - R dilerknzierbar und A Rl Gilt
f(tx) =tM(x), t>0, x LR,
so folgt

Df (xX) x = Af(X).

Hiervon gilt auch die Umkehrung. Hinweis: Fixiere x und bestimme eine
DGI fur

P (t) = () — F(tx). o)
a. Esist
d d _
Df ()x = S (tx) %1 = at"f(x) %1 =AM (%) %1 = Af(X).
b. Fur die Funktion ¢ und t > 0 gilt mit (1)
) = AN (X) — DF (tX)x
= MM (X) — tTIDF (tX) (tx) = %(t"f(x) —f(tx)) = %q)(t).
Far t > 0 gilt also
A
o) = PO P@)=0.

Die eindeutige Losung dieses separierbaren Anfangswertproblems ist ¢ =0,
und das ergibt

f(tx) = tM (%).



