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Ss 2021 10.06.21

1 Betrachte, für ↵ î 0 und b > 0 , die Kurve

� : [0, b] ! R2
, �(t) = e

↵t
(cos t, sin t).

a. Zeigen sie, dass � rektifizierbar ist.

b. Berechen sie die Bogenlänge L[0,b]� .

c. Für welche ↵ existiert limb!1 L[0,b]� ?

.Ò Lösung a. � ist stetig differenzierbar und damit auch rektifizierbar.

b. Es ist

�̇(t) = ↵e
↵t

(cos t, sin t) + e
↵t

(� sin t, cos t).

Da die beiden Summanden senkrecht aufeinander stehen, erhalten wir mit

Pythagoras

k�̇(t)k2 = ↵
2

e
2↵t + e

2↵t = (↵
2 + 1)e

2↵t

und damit

L[0,b]� =
Z

b

0
k�̇(t)k dt

=
p

↵2 + 1
Z

b

0
e

↵t
dt =

8
<
:

p
1 + 1/↵2(e

↵b � 1), ↵ î 0,

b, ↵ = 0.

c. Der Limes fur b ! 1 existiert damit genau dann, wenn ↵ < 0 . /

2 Man zeige, dass die Abbildungen

f : R ! R2
, f (x) =

 
1 + x

x2

!
, g : R2 ! R, g(x) = x

2 + y
2

total differenzierbar sind.

.Ò Lösung Für f gilt

f (a + h) =
 

1 + a + h

(a + h)2

!
=
 

1 + a

a2

!
+ h

 
1

2a

!
+ h

2
 

0
1

!

= f (a) + a

 
1

2a

!
+ o(h).

Somit ist

Df (a)h = h

 
1

2a

!
, Df (a) =

 
1

2a

!
.

Für g gilt, mit a = (a1, a2)
>

und h = (h1, h2)
>

,

g(a + h) = (a1 + h1)
2 + (a2 + h2)

2

= a
2
1 + a

2
2 + 2a1h1 + 2a2h2 + h

2
1 + h

2
2

= g(a) + 2(a1h1 + a2h2) + o(h).
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Somit ist

Dg(a)h = 2(a1h1 + a2h2) = 2a
>

h

und

Dg(a) = 2a
>

. /

3 Die Funktion

f : R2 ! R, f (x, y) – (x
2 + y

2
) sin

1
x2 + y2

ist in (0, 0) differenzierbar, aber nicht partiell stetig differenzierbar.

.Ò Lösung Schreibe z = (x, y) . Dann ist |z|2 = x
2 + y

2
und

f (z) = f (z, y) = |z|2
sin |z|�2 = O(|z|2

).

Daraus folgt sofort, dass f bei z = 0 differenzierbar ist, mit Df (0) = 0 .

Insbesondere existieren damit auch die partiellen Ableitungen bei Null und

sind Null.

Für die partielle Ableitung nach x außerhalb des Nullpunkts erhält

man

fx = 2x sin |z|�2 + |z|2
cos |z|�2 · �2

|z|3
x

|z|

= 2x sin |z|�2 � 2x

|z|2 cos |z|�2
.

Wähle nun eine Folge von Punkten zk mit

|zk|2 = 1
2⇡k

,

zum Beispiel mit xk = yk = �1/
p

4⇡k . Für diese Folge verschwindet der

Sinus-Term, der Cosinus-Term ist Eins, und wir erhalten

fx(zk) = � 2xk

|zk|2 =
p

4⇡k ! 1, k ! 1.

Also ist fx im Nullpunkt nicht stetig. /
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4 Man bestimme die Jacobimatrizen der Abbildungen

f : (0,1) ⇥ (0,1) ! R2
, f (x, y) = (xy,

p
x/y)

>

g : R2\{0} ! R, g(x, y) = log(x
2 + y

2
)

sowie

h = g � f .

.Ò Lösung Für Jf erhalten wir die 2 ⇥ 2-Matrix

Jf =
 

@x(xy) @y (xy)

@x(
p

x/y) @y (
p

x/y)

!
=

0
B@

y x

1
2y

p
x

�
p

x

y2

1
CA

und für Jg die 1 ⇥ 2-Matrix

Jg =
⇣

@xg @y g

⌘
=
✓ 2x

x2 + y2
2y

x2 + y2

◆
.

Damit wird

Jh = J(g � f ) = (Jg � f )(Jf ).

Für Jg � f erhalten wir

✓ 2x

x2 + y2
2y

x2 + y2

◆����
(xy,

p
x/y)

= 1
x2y2 + x/y2

⇣
2xy 2

p
x/y

⌘
= 1

x2y4 + x

⇣
2xy

3 2y
p

x

⌘
.

Also wird

Jh = 1
x2y4 + x

⇣
2xy3 2y

p
x

⌘
0
B@

y x

1
2y

p
x

�
p

x

y2

1
CA

= 1
x2y4 + x

⇣
2xy4 + 1 2x2y3 � 2x/y

⌘

=
✓

2xy4 + 1
x2y4 + x

2xy4 � 2
xy5 + y

◆
. /
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5 Sei f : Rn ! R differenzierbar und � 2 R . Gilt

f (tx) = t
�
f (x), t > 0, x 2 Rn

,

so folgt

Df (x) x = �f (x).

Hiervon gilt auch die Umkehrung. Hinweis: Fixiere x und bestimme eine

DGl für

'(t) = t
�
f (x) � f (tx). (†)

.Ò Lösung a. Es ist

Df (x)x = d

dt
f (tx)

���
t=1

= d

dt
t

�
f (x)

���
t=1

= �t
��1

f (x)

���
t=1

= �f (x).

b. Für die Funktion ' und t > 0 gilt mit (†)

'
0
(t) = �t

��1
f (x) � Df (tx)x

= �t
��1

f (x) � t
�1

Df (tx)(tx) = �

t
(t

�
f (x) � f (tx)) = �

t
'(t).

Für t > 0 gilt also

'
0
(t) = �

t
'(t), '(1) = 0.

Die eindeutige Lösung dieses separierbaren Anfangswertproblems ist ' ⌘ 0 ,

und das ergibt

f (tx) = t
�
f (x). /
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